Tudjuk, hogy a haromszogben az A-bdl induld szogfelezs és a BC' oldal felez6 merslegese a haromszog koré irt
koron metszi egymast. Jeloljik ezt a pontot P-vel. A PBC< = PAC< = BAP< egyenlGséghdl és az Ay PB< kozos
szOghdl lathato, hogy az ABP és BA; P haromszogek hasonloak, a csucsparok a felsorolas rendjében felelnek meg
egymasnak (1. abra).
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Ebbél
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A szerkesztés els6 lépéseként az adott r sugart k korbe beillesztjiik az adott BC' oldalt mint hart. (Ha BC' > 2r,
akkor természetesen eleve nincs megoldas.) Behtuzva a BC' szakasz felez6 merslegesét, ez k-bol kimetszi a P szerepére
szOba jové P* és P** pontokat (legyen P** a ,fels6” BC' iven, vagyis amelyiken A-t elsGsorban ,yarjuk”). BC' < 2r
esetén P*B és P** B kiilonbo6z6k, ezért a tovabbiakban PB szerepére a két hossztisagot kiilon-kiilon figyelembe kell
majd venniink. Ha viszont BC' = 2r, akkor egyértelmiien kaptuk meg BP hosszat.

Ezutan egy segéd-derékszogti haromszoget szerkesztiink AA; /2 és BP befogokbol. Atfogojat AA; /2-vel csdkkentve
(1) szerint PA; hosszat kapjuk, ugyanannyival névelve pedig P A hosszat. Ezekbol a PA; A egyenest akar A, akar A;
pontjaval meghatéarozhatjuk, vagyis megkapjuk a haromszog hétra levs csicsat (2. dbra).
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2. dabra
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3. dbra

Konnyiti a tovabbi vizsgalodast, ha az emlitett derékszogl haromszoget magaban az dbraban szerkesztjiikk meg
elébb a P*B, majd a P** B hurra mint befogora, és ugy, hogy derékszoge B-nél legyen (3. abra). A P* B-re merélegest
Thalész tétele szerint éppen a P**B egyenes szolgaltatja, erre B-t6l felmérjik a BK* = AA;/2 szakaszt, majd
ugyanezt K*-t6l a K*P* egyenesre is mindkét iranyban: K*Q' = K*Q" = AA;/2 gy, hogy P*Q"” > P*Q’. Ekkor
P*A; = P*Q’ és P*A = P*Q", tehat a P* koriili, Q'-n d&tmend korrel kimetszhetjiik BC-b6l Aj-et (Aj-ot), valamint
k-bol A-t (A*-ot) a P* koriili, Q”-n 4tmend korrel. E koroknek BC-vel, ill. k-val 2 vagy 1 vagy 0 kozos pontja lehet.
Ha 2 k6z0s pont van, ez a 2 megoldas nem lényegesen kiilonboz6: egymaés tiikros parjai a P*P** tengelyre.

Az ABC héaromszog megfelel a kovetelményeknek, mert koriilirt korének sugara az adott r, BC oldala is az el6irt
hosszisag, tovabba (1) és (2) alapjan AP — A; P az el6irt szakasszal egyenld. Azt kell csak belatnunk, hogy a PA és PA;
félegyenesek azonosak, a BPA és BPA; szogek egyenlk. Ez abbol kovetkezik, hogy szamitasunk és szerkesztésiink
szerint a PAB és PBA; haromszogek hasonlok. (Természetesen a P*P** tengelynek ugyanazon a partjan vesszik az
A és Ay metszéspontokat.)

Elvileg altalaban helytelen, hogy a PA; A egyenest kétféleképpen hatarozzuk meg. Most mégis mellette szol az,
hogy a megoldhatosag foltételét keresve lathato lesz, hogy a két iton ugyanarra az eredményre jutunk. Tulajdonképpen
varidnsoknak tekinthetjiik a két utat.

A szamitast P*-ra mutatjuk be. Mindkét kovetelménybdl felss korlatot kapunk az AA; szogfelezGszakaszra. A, ill.
A, akkor jon létre, ha

PQ" < P*P* =2, il P*Q >P'F

—ahol F' a BC oldal felez6pontja — , azaz (2), ill. (1) behelyettesitésével

2 2
P*B2+Af1§2r—%, \/P*B2+%2P*F+%.




Pozitiv szakaszokrol lévén szo, ezekkel az egyenl6tlenségekkel ekvivalenseket kapunk, ha mindkét oldalt négyzetre
emeljiik:

P*B? < 4r? —2r - AA;, P*B? > P*F? 4+ P*F - AA;,

4r? — P*B?  P*pB? AAs < P*B? — P*F? BF?
= 1 >~ =

AA, < —
b= o o P*F P*F’

és a jobb oldal mindkét esetben P** F', ti. a P* P** B deréksz6gt haromszogre alkalmaztunk ismert mértani kozéparanyos-
tételeket.

Hasonloan, P**-bol kiindulva, a P*-ot tartalmaz6 BC iven akkor van megoldas, ha AA; < P*F.

Also6 korlat nincs az AA; szakaszra, nyilvanvalo, hogy a szerkesztés tetszés szerinti kicsi (pozitiv) AA; mellett
végrehajthato.

A 3. abran P*-bdl kiindulva van megoldas, P**-bol kiindulva viszont nincs, mert AA; > P*F.

Osszefoglalva: BC > 2r esetén nincs megoldas; BC' = 2r esetén a haromszog derékszogii lesz az A cstcsnél, hacsak

BC?
0 < AA; < r; ha BC > 2r, akkor a tovabbiak céljara PF = r F {\/r? — 3 ha P*F < AA; < P**F, akkor 1

megoldas van, egyenlség esetén a haromszog egyenld szaru; ha pedig BC' < 2r és 0 < AA; < P*F < P**F, akkor
mindkét BC iven van egy megfelel§ A pont.

Megjegyzés. Hasonloan megy a szerkesztés, ha AA; helyett az AA, szakasz van elGirva, ahol As az A-bol induld
kiilsé szogfelezének (AP**-nak) a BC egyenessel valé metszéspontja.



