I. megoldas. a) Huzzuk meg a BD atloval parhuzamos egyenest Q-n és P-n at, és messe ez a CD, ill. AB egyenest
F-ben, ill. G-ben.
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Ekkor a parhuzamos szel6k tétele és a foltevés szerint
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Ennélfogva ugyanezen tétel megforditasa szerint PF||AC, tovabba ugyanigy QG||AC. Ezek szerint a PFQG négyszog
paralelogramma, és AG : GB = k.

Jeloljiik az atlok metszéspontjat a paralelogramméaban K-val, az eredeti trapézban E-vel. ECD és EAB az FE
centrumra nézve hasonlé helyzetd haromszogek, cstcsaik a felsorolds rendjében felelnek meg egymasnak, ennélfogva
F és G pontjaik is egyméas megfelelsi. Ezért az F'G atlo E-n is dtmegy.

Igy pedig a PFQ és RES haromszogek K-ra mint centrumra nézve hasonl6 helyzetiiek. Mivel K felezi PQ-t,
azért az RS szakaszt is felezi, tehdt R és S a PQ egyenesen K-ra nézve szintén szimmetrikus helyzet pontok, és igy
PR = QS. Ezt kellett bizonyitanunk.

Ha CD = AB, akkor P és @ egymaés tiikorképei FE-re, ekkor R és S egybeesik F-vel.

b) Ha P az AD szakasz valamelyik meghosszabbitdsan van, akkor az AP és PD szakaszok ellentétes iranyudak,
tehat az AP : PD = k arany értéke negativ lesz. Es pedig amint P az A-n tul tavolodik, k a 0-t6l szigoriian monoton
csOkken, de nem éri el a (—1)-et, ha pedig D-n tul tavolodik P, akkor szigortian monoton né, de nem éri el a (—1)-et.
Emiatt a foltételezett egyenlGség szerint @ a C-n, ill. B-n tuli meghosszabbitason lesz. Megmarad, hogy A és C egymas
megfelel6i F-re nézve, ugyanigy B és D is, igy pedig bizonyitasunk bettrsl betiire érvényes marad. Ha specialisan
P-t A-ban vélasztjuk, akkor @ a C-ben lesz, ugyanigy egy megfelels helyzet P, Q-ra D és B, de ilyenkor az allitasnak
nincs tartalma, mert R és S egyike hatarozatlan.

k.

II. megoldas. Mindjart azt latjuk be, hogy az éllitds az AD egyenes tetszsleges P pontjara igaz, ha az ardnyokat
eljellel egytitt értjiik. Lattuk az I. megoldas b) részében, hogy az igy vett arany értéke egyértelmien meghatarozza
az R, illetve S pont helyzetét a PQ egyenesen is, ezért a kovetkezs egyenlséget bizonyitjuk:
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Igy R és S a PQ szakasz felezGpontjara nézve tiikrés pontok, amibél az allitas kovetkezik.
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Huzzuk meg a parhuzamosokat AB-vel P-n és Q-n at, és jeloljiik a szemben levs szarra valé metszéspontjukat
Py-gyel, ill. Q1-gyel, tovabba AC-vel és BD-vel valo metszéspontjukat Pe, P3-mal, ill. Q2, Q3-mal (3. abra).
Az SPP; és SQQ3 hasonld haromszogekbdl, majd a DPPs, DAB és a BQQs, BC'D parokbol
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egyenls a trapéz parhuzamos oldalainak aranyéval. E bizonyitdsban P, Q, A, B, C, D helyére sorra P, Q, C, D, A,
B-t irva és a 3-as indexek helyére 2-est, S helyére R-et,
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és ezt akartuk bizonyitani.

Nem létezik a felhasznalt SPPs és SQQs haromszog, illetve RP Py és RQQ2, ha a két segédparhuzamos egybeesik.
Ekkor azonban P és ) nyilvanvaloan felezik a szarakat, a foltételbeli ardnyok kozos értéke 1, és az allitas szinte
semmitmondo.

Eredményiink igy is kimondhato : mialatt P az AD szaregyenesen halad, és Q a C'B egyenesnek az ardnypar altal
meghatéarozott pontja, az SP/SQ és az RQ/RP arényok értéke kozos allando, nem fligg P helyzetének megvalaszta-
satol.



