Ha a négy pont koziil ketté egybeesik, ezek tavolsaga nulla, a tobbi 6t tavolsag legfoljebb egy, igy a hat tavolsag
négyzetosszege legfeljebb 5. Az 5 el is érhetd; ha harom pont szabalyos egységnyi oldali haromszoget alkot, s a negyedik
egybeesik e harom pont valamelyikével.

Most belatjuk, hogy ha a négy pont kiilonboz6, akkor a hat tavolsag négyzetdsszege kisebb 5-nél. Ismeretes ugyanis,
hogy ha A, B, C kiilénb6z6 pontok, akkor a BC? aszerint kisebb vagy egyenls, vagy nagyobb (AC? + AB?)-nél,
hogy a BAC sz0g kisebb, egyenls vagy nagyobb 90°-nal. [Ez kovetkezik példaul abbol, hogy a koszinusz-tétel szerint
BC?—(AC?*+AB?) = 2AC-AB-cos BAC’<I.} Ha tehat a négy pont kozott van harom, A, B, C, amelyre BAC<t > 90°,
akkor BC? + AB? + AC? < 2BC? < 2, masrészt a negyedik pont tavolsaga e harom pont mindegyikétél legfoljebb
1, tehat a hat tavolsdg négyzettsszege kisebb 5-nél. Maradt az az eset, ha a négy pont mind kiillénb6z6 és nincs
kozte harom A, B, C, amelyre BAC< > 90°. Belatjuk, hogy ekkor a négy pont téglalapot alkot. Tekintsiik ugyanis
a négy pont konvex burkit. Ez nem lehet szakasz, hiszen akkor a négy pont egy egyenesen volna, s a két széls6t
vélasztva B-nek és C-nek, valamelyik bels6t A-nak, a BAC< = 180° volna, ami nagyobb 90°-nal. Ha a konvex burok
haromszog, akkor a negyedik pont ennek belsejében van. Ebbél a pontboél valamelyik oldal 120°-0s vagy annal nagyobb
szogben latszik, s igy megint talaltunk A, B, C pontokat, amelyekre BAC<t > 120° > 90°. Ha végiil a konvex burok
négyszog, akkor a négy pont konvex négyszoget alkot. Ez vagy téglalap, vagy valamelyik csicsaban 90°-nal nagyobb
szOg van. Utobbi esetben megint talaltunk harom pontot, amelyre BAC<t > 90°. (A a tompaszog csucsa, B és C a két
szomszédos cstcs.) Ezekben az esetekben tehat készen vagyunk. Az az egyetlen eset maradt hatra, mikor a négy pont
téglalapot alkot. Legyen ez a téglalap ABCD. Pitagorasz tétele szerint AB? + BC? +CD?*+ DA? = 2AC? és masrészt
BD = AC, tehat a hat tavolsag négyzetosszege most 4AC? < 4. Ezzel belattuk, hogy a hat tavolsag négyzetdsszege
akkor maximalis, ha a négy pont koziil hdrom egy egységnyi oldala szabélyos haromszoget alkot, s a negyedik pont
ezek egyikével egybeesik. A tavolsagok négyzetosszege ekkor 5.

Megjegyzés. A bizonyitas soran tulajdonképpen azt lattuk be, hogy négy pont kézott mindig van harom, A, B, C,
amelyek vagy egy egyenesen vannak, vagy amikre BAC<t > 90°.



