I. megoldas. Tekintsiik a feladatot megoldottnak, vagyis az X, Y pontparra teljesiil a feladat minden koévetelménye
(1. &bra).
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1. dbra

Forgassuk az ACY haromszoget az A csticsa koriil abba az AC'Y” helyzetbe, amelyben C’ az AB félegyenesen
van, majd nyujtsuk (ill, zsugoritsuk) ugyancsak az A centrumbo6l A = AB/AC aranyban az AC”Y" helyzetbe. Ezaltal
C" azonos lesz B-vel, egyszersmind Y azonos lesz X-szel. Valoban, a forgatds miatt (az egyenlGségekbe a forgasi
iranyokat is beleértve)

Y'"AC"« =Y'AC'« =Y AC< = XAB<« = XAC"«,
tehat Y az AX félegyenesen van, tovabba

AY" AY'  AY  AX  AX
AC" T AC" T AC T AB ~ AC™

ennélfogva AY"” = AX, amint allitottuk.
Jeloljiik B-nek ugyanigy elforgatott, majd a zsugoritassal keletkezs képét B’-vel, ill. B”-vel. Ekkor

B'X=B"Y'"=X-BY' =)X-BY =\X-CX,
tehat
B"X:CX=X=AB: AC,

a keresett Y pontnak B”-t6l és C-t6l mért tavolsagainak ardnya egyenls az A-ban 6sszefuté oldalak ardnyaval.

Ez a B” pont egyértelmiien megszerkeszthets az A, B, C pontokbol. Ismeretes masrészt, hogy azoknak a pontoknak
a halmaza (mértani helye), amelyekre nézve két elSirt ponttél mért tavolsagaik ardnya allando, kor, ha A # 1- az adott
pontokhoz és ardnyhoz tartoz6 un. Apolloniosz-féle kor —illetve A = 1 esetén a két pont kozti szakasz felez6 merdlegese.

Masodik mértani helyet ad X-re az AB szakasz felezé merélegese, hiszen az elGiras szerint X A = X B.

Tistént latjuk, hogy AB = AC esetén a két mértani hely egyetlen k6z0s pontja az AB oldal felez&pontja, ez viszont
elfajult haromszoget eredményez. Ennélfogva csak a A # 1 esettel foglalkozunk.

A szerkesztés lépései: 1. A B’, C' forgatasok utan az AB’ félegyenesbdl a B-n dtmend és C'B’-vel parhuzamos
egyenessel kimetssziik B”-t.

2. Az Apolléniosz-kornek elszor a B”C egyenesen levé D*, D** pontjait szerkesztjiik meg. A D*D** szakasz
atmérd, hiszen a mértani hely nyilvanvaléan szimmetrikus a B”C tengelyre. Tetsz6leges irany parhuzamosokat hizunk
C-n és B"-n at, felmérjiik az elsére a CF = CA szakaszt, a masodikra B”-t6] mindkét iranyban BA hosszat. Ezek
végpontjai E*, E**. Igy az FE*, FE** egyenes metszi ki D*-ot, D**-ot, és ,ekkor D*B” : D*C = D**B" : D**C =
BA: CA.

Most mar a D*D** atmérsji korbsl AB felez6 mer6legese metszi ki az X és Xy megoldasokat. Végiil ezekbdl a
rendre hozzajuk tartozd Y-t, Yo-t A centrumu forgatva nyujtassal kapjuk, szoge BAC< , aranya 1 : \.

A szerkesztést el6készit elemzés (analizis) visszaforditasaval belathatja az olvaso — rdhagyjuk —, hogy a kapott X,
Y, Xo, Y5 pontokra teljesiilnek a feladat feltételei, legf6képpen a CX = BY és C Xy = BY; egyenlGségek.

Annak belatasat is rahagyjuk az olvaséra, hogy A # 1 esetén mindig két megfelel§ X, Y pontpar jon létre.

Ezzel teljesitettiik feladatunkat.

Megjegyzések. 1. Feltiinhet a figyelmes olvasénak, hogy a kor éppen atmegy a B ponton. De tiistént belathatja azt
is, hogy ez szilikségszeriség.

2. Szamos dolgozat foglalkozott az ABX és ACY haromszogek hasonlosdganak olyan eseteivel is, amikor nem az
ugyanannyiadik cstcsparok felelnek meg egymasnak, tovabba amikor a két betiizés koriiljarasi iranya ellentétes. Abbol
csinaltak problémat, hogy kifelé vagy befelé irjak ré a haromszogéket az AB, AC oldalakra. Ez egyrészt megérthets
,hasonl6 példak” alapjan, masrészt éppen azt jelenti, hogy nem azt olvastak ki, hogy elsGsorban pontpdrt keresiink,
hanem csak a mellékfeltételt.

Megemlitjiik, hogy més megfeleltetést hasonlé haromszogpéarral foglalkozott az F.2401. feladat (megoldasa az 1983.
novemberi szamban, 119. old.), ott ABE és C AD voltak hasonlok (de nem sziikségképpen egyenld szartak), és az az
itteni jelolés szerint ABX és CAY lenne.

II. megoldas. Szamitas alapjan megszerkesztjiik az egyenld szard héromszogeknek az AB és AC alapon levs
szOgét. Legyenek a haromszog csicsainak koordinatai A(0, 2d), B(2e,0), C(2f,0), ahol d > 0, f > 0 és f > |e|, ezaltal
eleve AC > AB, kizartuk az érdektelen AC = AB esetet (2. abra). Legyenek tovabba az oldalak felez6pontjai rendre
C1, A1, By, CBA< = j, és a forgési irdnyt beleértve BAX < = CAY < = ¢.
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2. dbra

Ekkor A;, By, C; koordinatéi (e + f, 0); (f,d), valamint (e, d), és X abszcisszaja

2
top - —
2 8¥ AR

ahol roviditésiil u = tgyp, ezt fogjuk megszerkeszteni. Hasonléan X ordindtaja és Y koordinétai

AB d
e+C1X -sinff=e+— =e+ dtgy = e+ du,

d+eu, Y(f+du,d+ fu),
igy a BY = C'X kovetelménybdl négyzetre emeléssel, majd rendezéssel
(f +du—2e)* 4+ (d + fu)® = (e + du — 2f)* + (d + eu)?,

d
u—3 =0,

8
(1) u2—|—e+f

ugyanis e + f > 0.

A (—3)-as allando6 tagbol latjuk, hogy (1)-nek két kiilonbozs valos gyoke van, ellentett elGjeliek, tovabba abszolut
értékre nézve a negativ gyok a nagyobb, mert u egyiitthatoja pozitiv.

Azt allitjuk, hogy a megfelels ¢ szogeket megkaphatjuk a kovetkezd eljarassal. Legyen az OA; szakasz Aq-hez
kozelebbi negyedeld pontja D, mérjiik f6l A;-t irdny és nagysag szerint A-bol: AE = A1 D, messe a DE atmérgji kor
az OA egyenest Pi-ben és Ps-ben, ekkor a keresett szogek o1 = AEP; > 0 és po = AEP, < 0 (3. abra).
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3. dbra
Igazolasul altalaban belatjuk a kovetkezs grafikus eljaras helyességét. Az
fz)=ar’* +bx+c=0

egyenlet valos gyokeit az egyiitthatokbol képezett K LM N vazbol kaphatjuk, ahol KL | LM 1 MN,ésa KL, LM,
M N iranyitott szakaszok hossza KL = a, LM = b, MN = c (4. abra). Az a, b, c tengelyeken a pozitiv irdny egymas
utan (—90°)-kal fordul el.
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4. dbra
Ekkor a KN atmér6jd kor altal LM -b6l kimetszett P;, P» pontokkal a gyokok
r1 =tg LKP1<, xo = tg LK Po<,
és a szogek irdnyitasa az o6rajarassal ellentétes irdny.

Legyen Paz LM egyenes tetszGleges pontja és LK P<{ = ¢, tovabba messe a P-ben K P-re allitott merdleges az
MN egyenest Q-ban.
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5. dbra
Ekkor nagysag és irany szerint (5. abra)
LP =atgy, PM =atgey+ Db,
MQ = PMtgp, QN =MQ+ MN,

tehat
QN = (atgp +b)tgp +c = f(x),

egyenletiink bal oldalanak értéke a tg ¢ = x helyen.
Marmost szerkesztésiinkben a Thalész-kor folytan a Pi-ben (P ben) éllitott merdleges éppen N-ben metszi az
MN egyenest, igy QN = 0, ami igazolja allitasunkat.



Ezt az eljarast fontebb (1)-nek

1’ — —_ =
(1) T

2d
alakjara alkalmaztuk, K, L, M, N megfelelGje rendre FE, A, O és D. Amikor a
e

AO = 2d-t vettik, e + f = 1 lett, majd OD =
= —3/4, végiil EA = +1. Ezzel igazoltuk, hogy a 3. 4bra AEP,<( = ¢; szigeire tgy; = u;, (i = 1, 2), és ezek valoban
eleget tesznek (1)-nek.

7 egylitthato megfelelGjének

Megjegyzések. 1. Bevezetve a BA; A< = w jelolést, az
u? +dutgw —3 =0

egyenletet oldottuk meg. Ebbél az az érdekesség olvashato ki, hogy uy és us értéke kozos mindazokra az AB*C*
haromszogekre, amelyekben A és A; kozOs, tovabba B* és C* az eredeti BC egyenesnek A;-re nézve szimmetrikus
pontpéarja. (Vajon mi adodik ebbdl X, Y mértani helyéiil, ha B minden megengedett helyzetét felveszi?)

Erre a ,tangenses” értelmezésre tamaszkodva egy kis tiulzassal mondhatjuk: a hasznalt grafikus eljarast a mi fel-
adatunkra taldltak ki.

2. A masodfoku egyenlet latott grafikus megoldasat LILL-féle eljardsnak nevezik. Kiterjeszthets tetszéleges fok-
szamu valos egylitthatos algebrai egyenlet gyokeinek kozelits keresésére, egyrészt a tovabbi egylitthatoknak megfelels
torésvonalak és a P, @, ... torési pontok hozzacsatolasaval, masrészt azzal, hogy @-bol a PQ-ra merdlegesen haladunk
tovabb. 3-ad- és magasabb foku egyenlet esetében azonban nincs olyan fogas a Thalész-kor helyett, amely biztosan
atvisz K-bol N-be. Ilyenkor csak probélgatni lehet o (ill. P) valtoztatasaval. A KPQ ... toroétt vonal ujabb és ajabb
szerkesztése helyett egyszertibb, gyorsabb, ha atlatszé alapra nyomtatott grafikonpapir (milliméter papir) egy darab-
janak megfelels beallitasaval probéalkozunk.

A vaz elkészitésében a 0 és negativ egyiitthatok megfelels felmérése nagy gondossigot kivan.



