A legkisebb kozos tobbszorost a szoban forgo szamok [ |-be foglalt felsorolasaval jeloljiik.

Jelolje M a pozitiv egész szamok halmazat. Ha by = 1, akkor az &llitas nyilvan igaz (1|[be, b3, ..., by,]). Ha by = 2,
akkor vagy a bi-gyel oszthato, vagy pedig a bi-gyel osztva 1 maradékot ado szamok teljesen kimaradnak az A;-bdl,
hiszen A; minden eleme ugyanannyi maradékot ad bi-gyel osztva. Az M\ A; halmaznak tehat végtelen sok eleme van.

Tekintsiik most a legnagyobb olyan j-t, amelyre M\ (A1 U A3 U...U A;) végtelen halmaz. Mivel a feltétel szerint
M\ (A1 UA2U ... UA,) iires, tehat ilyen j létezik, j <mn és M\ (A1 U A2 U ... U A1) véges.

Memutatjuk, hOgy bj+1|[b1, bQ, ey bJ] Ebbdl az allitas mar k('jvetkezik, hisz [bl, ceey bj”[bl, ceey bj, bj+2, ceey bn]

A j megvalasztasa miatt végtelen sok olyan A;-beli szam van, amelyik nem eleme az A;UA>U...UA; halmaznak.
Ha z egy ilyen szam, akkor azt allitjuk, hogyx — b sem eleme A; UA3U...UA; -nek, ahol b = [by, be, ..., b;]. Ha ugyanis
(x —b) € A; volna valamilyen 1 < ¢ < j-re, akkor (x — b) + (b/b;) - by = x is A;-beli volna, hiszen az A; egy b;
differenciaju szamtani sorozat, b/b; pedig pozitiv egész.

Azt kaptuk tehat, hogy végtelen sok olyan A;;1-beli z szam van, amelyre z —b ¢ A1 U A U... U A;. Méasteldl az
A1UA>U. . UAj; 1 halmazban csak véges sok természetes szam nincs ott, a talalt végtelen sok x — b alakd szam kdzott
igy van olyan — végtelen sok —, amelyik benne van ebben a halmazban. Mivel pedig lattuk, hogy az els6 j halmaz
uni6jaban nincs benne, ezért valamennyi ilyen szdmnak az A;1-ben kell lennie.

Van tehat — mégpedig végtelen sok, de erre nincs sziikség — olyan A;;-beli z, amelyre z —b € A;; is igaz. Ebbdl
viszont mar kovetkezik az allitas, hiszen az A;; szdmtani sorozat barmely két elemének kiilonbsége oszthato a sorozat
differencidjaval, b;11-gyel.

Megjegyzések. 1. A feladatban leirt tulajdonsagokkal rendelkez halmazrendszereket véges feddrendszereknek ne-
vezik, és igen sok a veliik kapcsolatos megoldatlan probléma. Nem ismeretes példaul, hogy létezik- e olyan véges
fedérendszer, ahol a differencidk egymaéstol és 1-t6l kiilonbozd paratlan szidmok. Azt sem tudjuk még, hogy igaz-e az
a — feladatunkénédl joval erGsebb — allitas, miszerint egy véges fedérendszerben mindig van olyan differencia, amelyik
egy masiknak osztdja.

2. Ha a széban forgd sorozatokrol még azt is foltessziik, hogy semelyik kettének nincs kozos eleme, akkor joval
tobbet allithatunk: azt, hogy a differenciak kozt vannak egyenlSk. A bizonyitashoz a szamelmélet egy jol ismert, bar
els6 talalkozaskor kétségkiviil meghokkentd eszkzének, a komplex valtozos fiiggvényeknek néhany elemi tulajdonsagara
van sziikség. Az alabbiakban véazoljuk a fenti allitas bizonyitasat.

Tegyiik fel, hogy a természetes szamokat — ez nem lényeges kiilonbség — sikeriilt felbontanunk véges sok — mondjuk
k darab — kozos elem nélkiili végtelen szamtani sorozat egyesitésére. Legyenek ezek az {a; + n - b;} alaku sorozatok
(i=1,2, ..., ..., k, neN).

Tekintsiik az alabbi végtelen mértani sort:

1424224 +2"+...
1

Konnyen igazolhato, hogy a fenti sor komplex szamok korében is minden |z| < 1-re konvergens és sszege 1

Mivel a kitevGk éppen a természetes szamok, a fenti Gsszeg tagjait atrendezhetjiik a feltételezésiink szerint létezs
felbontésnak megfelelGen k darab végtelen mértani sorrd. Amit felhasznalunk még, az az, hogy ez az atrendezés a sor

. z%
Osszegén — jelen esetben — nem valtoztat. Igy tehat — felhasznalva, hogy az egyes mértani sorok Osszege T ha
— b

|z| < 1, az atrendezhetSség miatt
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ha |z| < 1.

Ha a b;-k kiilonbozsk, akkor legyen by < by < ... < by és legyen ¢ egy primitiv bi-adik egységgyok — igy g =1
és €% # 1, ha i < k. Ha most z — ¢ ugy, hogy ekdzben |z| < 1, akkor a bal oldal, illetve a jobb oldal els6 k — 1
tagja korlatos, az utolso, k-adik tag viszont nem az, a () egyenléség tehat nem allhat fenn minden |z| < l-re. A
kapott ellentmondasbol kovetkezik, hogy a differencidk kozott vannak egyenlék, s6t az is kideriil, hogy a differencidk
maximuma legalabb kétszer fordul eld.



