m
I. megoldas. Ha m és n adott pozitiv egészek, = adott szakasz, akkor hasonlé haromszogek segitségével — - x
n
konnyen szerkeszthets. Példaul két, kézos A pontbol induld félegyenes egyikére felmérjiik az AB = max szakaszt, a
maésikra egy tetsz6leges ACy szakasz n-szeresét, AC-t. A Cy ponton keresztiil a C'B egyenessel htzott parhuzamos az

m
AB szakaszbol éppen az ABy = — - x hosszu szakaszt metszi ki (1. abra).
n
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2. abra

Legyen most 7 tetszéleges pozitiv raciondlis szam. /7 - x egy olyan derékszog(i haromszognek az atfogohoz tartozo
magassaga, amelynek atfogdjat a magassag éppen rz és x hosszl szakaszokra osztja (2. abra). A /7 - x ennek alapjan
példaul a kovetkezGképpen szerkeszthets: az (r + 1)z hosszusagu szakasz f6lé Thalesz-kort rajzolunk, majd az atmérd
végpontjatol z tavolsagra merdleges félegyenest allitunk. A félegyenes a kort éppen /rz tavolsdgra metszi. A feladat
olyan y és z hosszisagi szakaszok szerkesztését kivanja, amelyekre 4% + 23 = 22, Legyen

(1) y+z=t-u.

Ezzel a jeloléssel az z° = y* + 2% = (y + 2)(y* — yz + 2?) a kovetkezSképpen irhato:

2
(2) y2—yz+22:%.

Emeljiik (1)-et négyzetre, vonjuk ki beléle (2)-t, osszunk 3-mal, majd vonjunk gy6kot:

2 1

(3) V=5 - o

Nyilvanvalo, hogy (3)-bol és (1)-bél (2) kivetkezik, (1) és (2)-bél pedig 2% =
= y® + 2. Elég tehat olyan y és z hossziisagu szakaszokat szerkeszteni, amelyekre (1) és (3) fennall. Ha ¢ pozitiv
raciondlis szam és

___t>0’ azaz t>1,

akkor a megoldas elején mondottak szerint ¢ -z és x - 1/t2/3 — 1/(3t) hosszisagu szakaszt tudunk szerkeszteni. Az
y + z = tx atfogoju, /yz magassagi ABC derékszogl haromszog C csicsanak vetiilete az AB atfogét éppen a
keresett y és z hossztusagu szakaszokra osztja.

Ha tehat ¢ > 1, akkor a kovetkezd szerkesztés megfelels y és z szakaszokat szolgaltat: megszerkesztjik az AB = tx
hosszisagu szakaszt és folé a Thalész-kort. Az AB egyenestSl x+/t2/3 — 1/(3t) tavolsagra futd e egyenest a megoldas
elején mondottak alapjan tudunk szerkeszteni. Ha e metszi a Thalész-kort, akkor a metszéspontok megfelelnek C-nek.
Ezek AB-re es6 mersleges vetiiletei az atfogot olyan AD és D B szakaszokra osztjak, melyek hosszara (1) és (3) fennall,
és éppen ilyen szakaszokat kerestiink (3. dbra).
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3. dbra

Azt kell még megallapitanunk, valaszthato-e ¢ ugy, hogy e messe a Thalész-kort. Ez pontosan azt jelenti, hogy az
x/t?/3 — 1/(3t) tavolsag nem haladhatja meg a tx atmérs felét, azaz fenn kell allnia a kovetkezd egyenlétlenségnek:

t 3
— is t° <4.
3 g S vesyis <
Szerkesztésiink tehat tetszoleges 1 < ¢v/4 racionalis szambol elvégezve megoldashoz vezet, igy pl. t = 3/2 esetén is:
ekkor AB = 3xz/2 és CD = +/192/6.

IT. megoldas. Az el6z6 megoldas elején mondottak szerint tetszéleges pozitiv a, b racionalis szamokra az (a+ \/E)x
és (a — Vb)x szakaszokat meg tudjuk szerkeszteni, feltéve hogy

(4) a>Vb, azaz a®>>b>0 é a>0.



Keressiik most y-t és z-t ilyen alakban. (Megjegyezziik, hogy az el6z6 megoldas is ilyen alaka y és z-hez vezet.) Ekkor
(5) y> + 2% = ((a + Vb)® + (a — Vb)*)2® = (2a® + 6ab)a®.

a és b tehat pontosan akkor felel meg, ha 2a® + 6ab = 1, vagyis ha

1—2a?
6 b= .
(6) o
) . oAl 2 3 1 1 s ) ) e s
(4) és (6) Osszevetésébdl a® > (1 — 2a°)/(6a) > 0, azaz z<a< 7 adodik. Valasszuk tehat az a racionalis szamot
1—2a

1/2 és 1/V/2 kozdtt tetsz6legesen. Ekkor b = > 0, b racionalis és persze a — Vb > 0. Igy az y = (a + Vb)z és

az=(a— \/5):10 hossziisagn szakaszokat meg tudjuk szerkeszteni, y és z-re (5) és (6) alapjan y® + 2° = 2% teljesiil, a
feladatot megoldottuk. a valaszthato példaul 2/3-nak.

II1. megoldas. Az y-t és a z-t ezuttal y = xsina, z = xsin S alakban keressiik, ahol «, § szerkeszthets szogek.
Az 2 =y + 23 feltétel ekkor sin 3o =
= 3sina — 4sin® o alapjan igy irhato:

3sina —sinda +3sinf —sin38 _3 . at+p a-4

1 — si 3 in3 = — —_
sin® a + sin” 8 1 5 sin 5 o 5
—lsin3a+3ﬂcos3a_3ﬂ =1
2 2 2
3o+ 3 + 3
Vegylik észre, hogy ha o+ 8 = 120°, akkor sin QTB =0 és sin a 5 b = g A fenti egyenlGség tehat igy alakul:
3—\/§ cos a=b_ 1
4 2
azaz
a—f 4
7 cos = —.

A 4 egység befogoju és 3v/3 > 4 atfogoju derékszogi haromszognek a 4 hosszisagt befogoja mellett fekve szoge éppen

—~ +
a #, ami kisebb 60°-nél. Masrészt ath

= 60° a feltevésiink szerint, igy a-t, 8-t meg tudjuk szerkeszteni, és ebbdl

a pozitiv y = rsina és z = xsin 8 is szerkeszthetd. A fenti szamolast (7)-bol kiindulva visszafelé is elvégezhetjiik, s
ahhoz jutunk, hogy a szerkesztett szogekre sin® a + sin® 8 = 1, vagyis 3> 4+ 2° = 23, ahogy a feladat kivanta.

Megjegyzés. Tobben észrevették, hogy a feladatnak koze van az un. déloszi problémdhoz, mely azt a feladatot
tlizte a gorogok elé, hogy szerkesszenek olyan kockat, amelynek térfogata kétszerese egy adott kocka térfogatanak.
Sok szellemes kisérlet utan csak a 19. szazad végén sikeriilt bizonyitani, hogy korzével és vonalzéval ilyen kocka éle
nem szerkesztheté. A mi feladatunk nyelvén ez azt jelenti, hogy y = z feltevéssel a feladatot nem lehet megoldani.
Az 1. megoldas bizonyos értelemben az Gsszes szoba jovs (y # z) megoldast megadja: ha t olyan szam, amelyre tx
szerkeszthetS és 1 < t < V/4, akkor (1) és (3) megoldhato és a megoldas szerkeszthets. Ezt még konnyt bizonyitani,
de azt mar nem kénnyd megmondani, milyen ¢ szamokra szerkeszthets a tx hosszusag. (Err6l bgvebbet lasd a K6Mal
14. kotet (1957) 4-5. szamaiban a 97-107. és 129-134. oldalakon, Surdnyi Janos: A szbégharmadolas kérdésérdl c.
cikkében.)

Megjegyezziik még, hogy egyes tudosok szerint a déloszi probléma felvetése a déloszi josdanal miikods gordg papok
(talan széandékos) félreértése volt. Vallasi szokas volt ugyanis bizonyos jarvanyok idején a (kocka alakia) oltart olyan
kockara béviteni, amelynek alapteriilete az eredeti kocka alapteriletének kétszerese.



