Az a) tulajdonsag szerint barmely z, y, 2z szémra z* (y* 2) = (x*y) *z. A b) tulajdonsaghodl (z*y)* 2z = (y*z) *x,
e kettdbdl pedig
xx(y*z)=(y*2)*. d)

Ez minden z, y, z-re mar ,majdnem” a bizonyitando6 allitas (lasd a 3. megjegyzést), csakhogy eszerint a * olyan
elemeken cserélhet6 fel, amik koziil legalabb az egyik a * miivelet eredménye. (A d)-b6l ugy sem kovetkezik a kivant
allitas, hogy z helyére z-et irunk, és felhasznaljuk ra a)-t: (z *xy) * © = (y x x) x 2, majd egyszerisitiink z-szel, lasd a
2. megjegyzést).
Tegyiik fel, hogy az allitds nem volna igaz, azaz volna olyan z és y, amire
TRy £ YT,

Ekkor a c¢) tulajdonséag felhasznélasaval van olyan u, hogy

és ekkor ismét a c¢) tulajdonsag felhasznalasaval van olyan v is, hogy

(1) v*(u*(x*y));&v*(u*(y*x)),

ez viszont mar nem lehet! Ugyanis az (z * y)-t egyetlen szamként kezelve, a)-bol

v*(u*(x*y)):(v*u)*(x*y),

és példaul a (v x u)-t egy szamkeént kezelve, a d) tulajdonsaghol

(vxu)* (z*xy) = (z*xy)* (v*u).

Tehat (1) bal oldala egyenls (x * y) * (v * u)-val.
Most nézziik (1) jobb oldalat. Az a) tulajdonsagbol

vk (ux(yxx)) = (vxu)x*(y=*x),

a (v u)-t egy szamnak tekintve, ismét az a) tulajdonsagbol

(vxu)*(yxx) = ((v*u)*y)*x.

Az els6 zarojelben allo kifejezésre a d) tulajdonségot hasznaljuk fel:

(vxu)xy)xz = (y=(vxu))=*z.

A (v+*u)-t a tovabbiakban egyetlen szamnak tekintjiik, és el6szor a d), utana pedig az a) tulajdonsagot hasznaljuk:
(y*(vxu))xz=xx (y*(vxu)) = (z*ry)*(v*u).

Tehat az (1) egyenldtlenség jobb oldala is egyenld (zxy) x (v *u)-val. Ellentmondésra jutottunk, tehat valoban minden
T ésyraxxy=1yx*x.

Megjegyzések. 1. Az a) tulajdonsagbol, amit asszociativitdsnak mondanak, levezethetd, hogy t6bb egymas utani
mivelet eredménye nem fiigg a zardjelezéstdl, legfeljebb a tényezdk sorrendjétsl. Noha ez a bizonyitast leegyszertsitette
volna, a konnyebb érthetség kedvéért megmaradtunk az a) tulajdonsag kozvetlen felhasznalasa mellett.

2. T6bb megoldas felhasznélta, hogy ha a * b = a x ¢, akkor b = ¢ (,,egyszerisitési szabély"). De ez nem kovetkezik
az adott tulajdonsagbol! Mivel a ¢) nem azt allitja, hogy = # y esetén minden z-re z % x # z xy, hanem azt, hogy ilyen
z létezik, csak annyit mondhatunk, hogy ha minden z elemre z x x = 2z x y, akkor x = y. Kénnyen adhatunk példat
olyan * miveletre, ami kielégiti az a), b), ¢) tulajdonsagokat, és mégsem érvényes ra az egyszertsitési szabaly. Ilyen
példaul a kovetkezs: 1 xx =z, xx1 =x,éshax # 1,y # 1, akkor x *y = 0. Ennél 2% 3 =2 %4 = 0, de persze 3 # 4.

3. Tovabbi probléma, hogy a d) tulajdonsag mar ,,majdnem” a kivant allitas. Csakhogy ahhoz, hogy ebbdl xxp = pxx
adddjon, be kellene 1atni, hogy minden p-hez létezik olyan y és z szam, hogy p = y * 2z, hiszen csak igy kovetkezne
xxp=uu*(y*z) = (y*z)xx = p*x. De ez, noha a 2. megjegyzésben megadott miveletre és a szorzasra, Osszeadasra
is igaz, altalaban nem teljesiil. Ha példaul a * miveletet igy definidljuk: 1 xxz = zx 1 = 10%, és z # 1, y # 1 esetén
x*xy =0, akkor az a), b), ¢) tulajdonsag teljesiil, de vannak szamok, amik nem é&llnak el§ y * z alakban, nevezetesen
a negativok.

4. Mint lathato, az Osszeadés és szorzas miveleteken kiviill sok més is van, ami az a), b), ¢) tulajdonsagokkal bir.
Tehat nem igaz, amit sok megoldés feltételezett, hogy a * mivelet a + vagy a - muivelettel egyezik meg.



