I. megoldas. Az (1) egyenletnek akkor és csak akkor van két valos gyoke, ha D diszkrimindnsa pozitiv. A diszk-
riminans az aldbbi alakba irhato:

D= (al +as +as + a4)2 —4aia3 — 4asay =

= (a1 + a2)® + (a1 + as)” + (a2 + as)® + (a3 + as)® — (a1 + as)® — (a2 + as)’.

Ha a; + a3 nem negativ, akkor az a1 + a3 < a1 + as egyenlStlenségbdl (aq + a3)2 < (a1 + a2)2 kovetkezik. Ha
viszont a; + as negativ, akkor a; + a4 nagyobb abszolit értékd negativ szam, tehat (a1 + as)® < (a1 + as4)”. Mindkét
esetben fenn all, hogy

(2) (a1 + a3)2 < (a1 + a2)2 + (a1 + CL4)2.

Masrészt ha as + a4 nem negativ, akkor as + a4 < as + as miatt (as + a4)2 < (a2 + a3)2 is igaz. Ha viszont ag + a4
negativ, akkor as + a4 nala kisebb, tehat nagyobb abszolat értékd, és igy (as + a4)2 < (ag + a4)2. Mindenesetre

(3) (a2 + a1)? < (a2 + as)” + (a3 + as)”.

Ha a (2) és (3) egyenlStlenségeket Osszeadjuk, és egy oldalra rendezziik, éppen D > 0-t kapunk, amit bizonyitani
akartunk.

II. megoldas. A diszkriminénst az aldbbi alakra is hozhatjuk:

D= (al +as +as + a4)2 —4ara3 — 4asay =

= (al + a4)2 + (a2 + a3)2 + 2((12 — ag)(al - a4).

A jobb oldalon az els6 két tag nem negativ, hiszen négyzetszam, a harmadik tag viszont két pozitiv szam szorzatanak
kétszerese, hiszen as > ag és a1 > a4 a feltételek szerint. Kovetkezésképp a harmadik tag pozitiv, s igy a diszkriminans
pozitiv. Ebbél pedig kovetkezik, hogy az egyenletnek két kiilonb6z6 valos gyoke van.

III. megoldas. (1) bal oldalanak képe felfelé nyilé parabola. Ha sikeriil bizonyitani, hogy van olyan = érték,
amelyhez tartozo fiiggvényérték negativ, akkor ebbdl mar kovetkezik, hogy a parabola két pontban metszi az x tengelyt,
tehat az egyenletnek kétvalos gyoke van.

Irjuk (1) bal oldalat a kovetkezs alakbas:

flz) = (a:z — (a1 + az)x + alag,) + (332 — (ag + aq)x + a2a4) — 22
Itt 22 — (a3 + a3)x + a1 a3 masodfoku fiiggvény, amelynek két nullhelye van: = = a1 és = = as; tehat az a; és a3 kozé esé
T = ag helyen negativ értéket vesz fel. Az [ (a2 4+ aq)x + azays masodfoku fiiggvény az x = ag helyen nulla (masik
nullhelye az © = a4 érték). Vegiil a —2? fiiggvény nem pozitiv az x = ay helyen. Ebbdl kovetkezik, hogy f(as) < 0, f
képe tehat olyan felfelé nyil6 parabola, amelynek @ = ag értékhez tartozd pontja az x tengely alatt van, s ezt akartuk
bizonyitani.
Egyenletiinknek tehat van egy as-nél kisebb és van egy as-nél nagyobb valés gyoke.

Megjegyzés. A mésodik megoldas mutatja, hogy elég lett volna feltenni, hogy as > as és a; > a4. A harmadik
megoldés pedig azt, hogy a feladat allitdsa mar abbdl is kovetkezik, hogy a1 > as > as.



