I. megoldas. Jeloljiik r-rel a k kor sugarat, és legyen ABC egy k-t érinté haromszog. Belatjuk, hogy
(1) OA? + OB +0C? > 127,

és egyenlGség csak akkor all fenn, ha az ABC haromszog szabalyos. Jelolje az AB, BC, C' A szakaszok érintési pontjat
rendre Ol, Al, Bl.
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Az A1 BO és C1BO haromszogek egybevagoak, hiszen A;-nél, ill. Ci-nél derékszog van, OA; = OCy; = r és
A1 BO<« = C1BO«. Kovetkezésképp A1 OB< = C10B<, jeloljiik ezt a szoget S-val. Hasonloan lathaté, hogy A;OC< =
B10C<« és C10A< = B1OAK, jeloljiik e szogeket ~-val, ill. a-val.

Az A10B derékszogii haromszoghen A10O/OB = cos 3, amib6l OB = A10/ cos 8 = r/ cos B kovetkezik. Ugyanigy
OA =r/cosa és OC = r/ cosy. Ezeket (1)-be irva végiil is azt kell igazolnunk, hogy

1 n 1 n 1
cos?a  cos?2f8  cos?y

(2) 12,
és egyenl6ség pontosan akkor all fenn, ha o = 8 = v = 60°. Tudjuk, hogy 2a+25+2v = 360°, amibdl a+ 5+~ = 180°,
tovabba «, 8 és v hegyesszog. Be fogjuk latni, hogy ilyen feltételek mellett (2) mindig fennall és egyenlség pontosan
akkor van, ha o = 8 = v = 60°.

A négyzetes és harmonikus kozép kozotti Osszefiiggés alapjan:

1 n 1 n 1
(3) cos2a  cos?f3 cosZry S 3
3 ~ cosa +cos B+ cosy’

és egyenldség pontosan akkor van, ha cosa = cos 8 = cosy > 0. «, 3, v nyilvan lehetnek egy haromszog szogei, hiszen
hegyesszogek és o + B + v = 180°. De ismeretes, hogy egy haromszog «, 8, v szbgeire

3
cosa + cos B+ cosy < 3

és itt egyenlGség pontosan akkor all, ha @ = 8 = v = 60°, vagyis a haromszog szabalyos. Mivel esetiinkben «, 3,
hegyesszogek, tehat 0 < cosa + cos 8 + cos~, ez (3)-mal Gsszevetve

1 n 1 n 1
cos?a  cos?f3  cosZry . 3 > 9
3 ~ cosa+cosf +cosy

adodik, ami ekvivalens (2)-vel.

Egyenl6ség akkor &ll, ha egyrészt cosa = cosfS = cosy > 0, masrészt ha o = 8 = v = 60°, tehat (2)-ben is
pontosan akkor all egyenléség, amikor o = 8 = v = 60°. Ez esetben az ABC haromszog szabalyos, amit bizonyitani
kellett.

II. megoldas. Jeloljiik a k kor sugarat r-rel, az ABC haromszdg oldalait a, b, c-vel, és legyen a szokisos modon
25 = a+ b+ c. Ekkor a haromszog teriilete egyrészt rs, masrészt a Heron-képlet alapjan v/s(s — a)(s — b)(s — ¢), azaz

s (s—a)s=bs—¢c  (s—a)(s=b)(s—¢
(4) ré = p _(S_a)_|_(s—b)—|—(s—c)7

hiszen s = (s —a)+ (s —b) + (s — ¢). A k kornek és az oldalaknak érintési pontjait A1, By, Ci-gyel jelolve AC; = s —a,
BA; =s—0b,CB; =s—c¢, és az AOC1, BOA;, COB; derékszogli haromszogekbdl a kérdéses K kifejezés

K =0A?+0B?+00? = 0C} + AC} + OA? + BA? + OB} + CB? =
=3+ (s—a)’+(s—b>+(s—c)

(4)-et felhasznalva kapjuk, hogy
K—-3" [(s—a)?+(s=b2+(—-0c? [(s—a)+(s—b)+(s—0)

r2 (s —a)(s—=b)(s—c)

A jobb oldali szamlaloban a két tényezs mindegyike harom-harom pozitiv szam Osszege. A szadmtani és mértani kbzepek
kozotti egyenlStlenséget a tényezokre kiilon-kiilon alkalmazva

K —3r? - 39/(s —a)*(s —b)%(s —¢)? -3¢/ (s —a)(s = b)(s — ¢)
r2 = (s —a)(s—=b)(s—c)
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vagyis K > 1272, és egyenldség csak akkor all fenn, ha s —a = s — b = s — ¢, vagyis ha a = b = ¢, a haromszog
szabéalyos. Ezzel a feladat allitasat belattuk.

Megjegyzés. A dolgozatokban sokféle megoldastipus fordult eld, nagy résziik nem is volt helyes. A hibas dolgozatok
jelentGs részében az a helytelen kovetkeztetés talalhato, hogy mivel a szamtani (ill. négyzetes) és mértani (ill. harmoni-
kus) kozepek kozti egyenlStlenségben egyenlség akkor és csak akkor all fenn, ha a szdmok egyenldk, ezért a szamtani
(ill. négyzetes) kozép minimuma is ekkor van. Masik gyakori hiba, hogy a négyzetosszeget tagonként minimalizaljak.
Sokszor elsfordult az is, hogy a k kor helyett az ABC haromszoget rogzitették és keresték azt a P pontot, amire
PA? + PB? + PC? minimélis.



