Jeloljiik a haromszog csicsait A, B, C bettivel, az A-t6] B felé haladva atlépett osztopontokat sorra C1, Co, . .., C11-
gyel, és B-t6l C-ig, majd tovabb A-ig hasonléan A;, Ao, ..., A11, By, Bo,. .., Bii-gyel. Az AAg, BBg, CCg 0sszekts
szakaszok a haromszog szimmetriatengelyei, kozos pontjuk a haromszog O kdzéppontja.
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A tengelyeken levé minden metszésponton hasonldéan 2 masik 6sszekotés megy at, pl. AAg és BB; koz0s pontjan
CCha—;is (i=1,2,...,11), hiszen B; és C12—; nyilvan tiikros pontpar az AAg tengelyre nézve. Ezek a metszéspontok
tehat akkor is létrejonnének, ha az AAg, BBgs, CCs tengelyeket nem rajzolnank be vagy pedig ha toroljik sket.

Valoban, az i = 6-hoz tartoz6 Osszekotéseket tovabb ott nem levSknek tekintjiik, csak O cimén majd 1-et hozza-
adunk a megéllapitandé létszamhoz. Igy a haromszog mindegyik csticsabol 10 dsszekotés indul ki — nevezziik ezeket
roviden ferdéknek — , és mindegyik metszi a tovabbi csticsokboél induloé 10+ 10 ferde 6sszekotést, mert pl. a BB; szakasz
elvalasztja A-t minden A;-t6l és C-t minden C;-t6l. E pillanatban tehat 30 - 20/2 = 300 metszéspontra gondolunk,
hacsak nincs olyan pont, amelyen harom ferde megy at.

Megmutatjuk, hogy nincs tovabbi harmas metszéspont. Jeldljiik BB; és CC; metszéspontjat P-vel — ami bels6
pontja a haromszognek — | az AP egyenesnek a BC' oldalszakaszon levs pontjat @Q-val, ekkor allitdsunk szerint () nem
tartozik az A osztopontok kdzé. Természetesen i # 6 és j £ 6, s6t j # 12 — 4, kiilonben @ = Ag kovetkeznék be.

Tekintsiik a BPA és BPC haromszogek teriiletének aranyat. Kozos alapjuk BP, tehat az aranyt megadja az erre
merdleges magassagok ardnya, ezt pedig az AB; és CB;, oldalaik ardanya. Hosszusagegységnek AC-et valasztva

tppa  AB; 12—
tgpc  B,C

(i #6).

Ugyanigy .
tch . BOj 12 — ]

topa o CjA -

(J#6, j#12—1),
és e ketts szorzatabol, egyszertsités utjan

tapp AB; - BC; - (12—i)(12—j)
tapc - B;C - CjA - 1

A bal oldalt 6néalléan is kifejezhetjiik az el6bbiek mintajara:

taps _ tagp _ BQ

tapc  tagc QC’

ugyanis a masodik aranyban szereplé haromszogek rendre tgy jottek létre az elsében szerepl6kbdl, hogy a kozos
AP alapot AQ/AP aranyban noveltiik, a harmadik cstcsokat pedig valtozatlanul hagytuk, tehat a magassagok nem

valtoztak meg. Ezek alapjan
AB;-BC;  BQ

B.C-C,A_ QC’

masképpen

(1) ABi-BCj-C’Q:17
B,C-C;B-QB

@) 12.—2'.12.—j'12—q:17
t J q

ahol ¢ = BQ, amelyre 0 < g < 12 és nyilvan ¢ # 6. Azt akarjuk belatni, hogy ¢ nem egész szam.

Foltessziik, hogy ¢ mégis egész, és belatjuk, hogy igy (2) nem teljesiilhet. Mindenesetre az el6bbiekhez hasonldéan
12 — ¢ # i — kiilénben @ a B; tiikdrképe volna C'Cg-ra, vagyis a kizart j = 6 esettel allnank szemben —, hasonldéan
12 — g # j, és megforditva ¢ # 12 — i és g # 12 — j. Ezek szerint (2) bal oldalan hat kiilonb6z8 egész szam szerepel az
1-t61 11-ig terjedSk koziil, kihagyva a 6-ost. A jobb oldalon allé 1 értékhez egyszerisités utjan kellene eljutnunk.

Nem 1éphet {6l ugyanis a hat kiillénb6z6 szam kozott a 11 és a 7, mert primek, igy csak akkor egyszertsithetnénk,
ha a szamlaloban és a nevezdben szerepelnének. Igy nem léphet 5l a 12-re kiegészitGjiik, az 1 és az 5 sem. A maradé
hat szambol két egyenld szorzatot kellene képezniink, tehat a szamlalo és a nevezd szorzatanak négyzetszamnak kellene
lennie. Amde a hat szam szorzata nem négyzetszam, az 5-6s primtényezd csak a 10-ben lép fel.

Ezzel bebizonyitottuk allitdsunkat, ¢ nem egész szam, @ nincs kozte az A;, osztépontoknak. Nem keletkezik tovabbi
harmas metszéspont az 6sszekotések altal, végiil a metszéspontok 1étszama 1 + 300 = 301.

Megjegyzések. 1. A kozben talalt (1) Osszefiiggés levezetésében még nem hasznaltuk fel, hogy 4, j egészek, ezért altalanos
érvényi Osszefiiggés a hat szakasz kozott, amelyet a haromszogbeli P-n atmens AQ, BB; és CC; 6sszekotések (transzverzalisok
= atmendk) kozott Ceva-féle tétel néven sokan ismernek, 322 - 4 jelzGszam alatt az Iskolai Fiiggvénytablazatok fiiggelékében is



megtalalhato. Azért vezettiik le mégis, mert az iskolai tananyagban nem szerepel, mert gyakorlati alkalmazasara nem lenne idé.
A tétel akkor is érvényes, ha P kiviil van a haromszogoén, és értéke +1, ha az A, C;, B, Q, C, B;, A koriiljarasban a visszafelé
val6 mozgasok szakaszait negativnak vessaziik.

2. Ha 12 helyett 15 egyenls részre osztjuk az oldalakat, egyrészt elmaradnak a tengelybeli harmas metszéspontok, mésrészt
mégis kapunk ilyeneket: jelolési elviinket tovabb fejlesztve AAs, BBs és CCi2 egy ponton mennek at, mert

Be lehet ugyanis bizonyitani a Ceva-tétel megforditottjat is. A részben egyszertsitett alakbol lathato, hogy a harmas metszés a
15=3-5= (24 1)(1 +4) elsallitas kovetkezménye.

3. Ha valaki a 3 - 11 = 33 transzverzalis lehet§ pontos megrajzolasa utjan probal tajékozodni, az AAg, BBs és CCs
Osszekottetésekbdl elég kis haromszoget kap, kételkedhet is, hogy nem hibas-e a rajza. Az F. 1437. feladatban (KoMaL. 33.
kotet, 206. oldal, 1966) kiszamitottuk, hogy a kis haromszog teriilete az ABC' teriiletének 74 338-ad része, vagyis linearisan
mintegy 270-szeresen kisebb haromszoget zar koriil a harom Osszekotés (nem szabalyos haromszog).



