1. Tegyiik fel, hogy az ABC alapon all6 ABC D gulaba sikeriilt beilleszteni az R sugara G; gomboket a kovetelmé-
nyeknek megfelelGen (i = 1, 2, 3) ugy, hogy az ABD oldallapot G; és G5 érinti, a BCD lapot Gy és G, végil CAD-t
a (3 és Gy. Jeloljik G; kozéppontjat Q;-vel.

D h

A @1, Q2, Qs pontok mindegyike R tavolsadgra van az ABC haromszog Sp sikjatol, ennek a siknak ugyanarra a
partjara esik, tehat a Q1Q2Q3s haromszog sikja parhuzamos az Sp sikkal. S mivel a gombok paronként érintik egymaést,
a (Q1Q2Q@s haromszog mindegyik oldala 2R, a haromszog szabélyos.

Megmutatjuk, hogy az ABC haromszog ugyancsak szabélyos, ez tehat sziikséges feltétele annak, hogy a géombok
beirhatok legyenek a gulaba. Nyilvan elég példaul azt belatni, hogy a Q1Q2 egyenes parhuzamos az AB alapéllel.

Legyen G; érintési pontja az alapsikon F;, tovabba az ABD = S¢ sikon F; (i = 1, 2). Mivel Q1 E1 = Q2F> = R, és
Q1 E1, Q2F, merbleges Sp-re, azért a Q1Q2 egyenes parhuzamos E; Fs-vel. Megforditva: Sp-ben az E; Fs -vel parhu-
zamos egyenesek — és csak ezek — parhuzamosak @1Q2-vel. Ugyanigy Sc egyenesei koziil az F} F»-vel parhuzamosak
— és csakis ezek —parhuzamosak Q1Qs-vel. Amde Sp-nek és Sc-nek egyetlen kozos egyenese van, az AB élegyenes, ez
tehat parhuzamos Q1Qo-vel (és Eq Es-vel, Fy Fy-vel is). — Ezzel belattuk, hogy az ABC' alapidom valoban szabalyos
haromszog.

Be fogjuk latni, hogy ez a feltétel elegendd is a megfelel6 gobmbharmas létezéséhez. Ekdzben egyszersmind meg is
szerkesztjiik a gombkdzéppontokat:

Legyen a gula beirt gémbjének koézéppontja O. Ez mind a 4 lapsiktél egyenls tavolsagra van, az OA, OB, OC
egyenes pontjai pedig rendre attol a 3-3 lapsiktol vannak egyenld tavolsidgra, amelyek A-ban, B-ben, ill. C-ben futnak
Ossze. Ezek az A, ill. B, ill. C cstcsu (és a gulat tartalmazo) un. triéder belss lapszogfeleszs sikjainak k6z6s egyenesei.



Eszerint Q); rendre OA-n, OB-n, ill. OC-n van, és a @);, valamint F; pontokkal meghatarozott K haromoldalu szabélyos
hasab ugy van beleirva az OABC guléba, hogy E; csicsai ennek ABC' alapsikjan vannak, @; csicsai pedig az O-ban
Osszefutd oldaléleken.

Ennek a hasadbnak a (fed6lapjan levs) @; cstcsait egy csapasra megkaphatjuk egy O centrumi hasonlosagi transz-
formécio atjan. Megszerkesztjiik az ABC lapra kifelé (szemléletesen mondva lefelé, aldja) azt a K’ egyenes hasabot,
melynek m oldaléle fele akkora, mint az ABC haromszdg oldalainak kozos hossza, K’ tehat hasonlé a keresett K-hoz.
Legyen az A, B, C-bdl lefelé kiinduld oldalél végpontja rendre H; — az altaluk meghatarozott haromszog szabalyos,
sikja parhuzamos Sp-vel. A K’ lapjai paronként parhuzamosak a keresett K lapsikjaival, tovabba feddlapjaik cstucsai
olyan parokba kapcsolhatok, melyek 6sszek6ts egyenesei atmennek O-n. Ezért mondhattuk el6re, hogy O centrumi
hasonlosagi transzformaciot hasznalunk. Igy az OH; egyenesnek Sp-vel valéo metszéspontja a keresett Fj-t adja, az
E;-n a4t Sp-re allitott merdleges egyenes pedig éppen Q;-t metszi ki az OA, OB, ill. OC' szakaszbol.

Ugyanis ekkor F;Q; parhuzamos a hasidb H;-n atmend oldalélével, amit Sp -re merélegesen szerkesztettiink, és pl.
E1 Q1 benne van az OAH, sikban.

Igy a H;HyHs haromszoget, az Fy FyEs haromszogbe atvivé hasonlosagi transzformécio a QQ2Qs haromszogbe
viszi 4t az ABC haromszoget, tehat K'-t a K-ba. Eszerint Q1Q2Q3 haromszdg szabalyos, és, Q1Q2 : Q1E; = AB :
cAH; =2:1.

Ha tehat @; koril Q;F; sugarral G; gomboket irunk (i = 1, 2, 3), ezek paronként érintik egymast, és mindegyik
érinti Sp-t. Es ha vesszitk Sp-nek az AQ1Q. sikra valo tiikorképét, ez egyfelsl érinti G-et és Ga-t, masfelsl azonos
lesz Sc-vel, mert a tiikrozés sikja tartalmazza O-t. Gombjeink eszerint valéban teljesitik a kdvetelményeket.

2. Ami a Q; pontok megszerkesztését illeti — adottnak tekintve a szabalyos haromszog alapa ABCD gulat —, elvi
kérdés, mit értsiink szerkesztésen a térben, amikor a szokasos szerkesztéseinknek — kimondatlanul — allandé hordozéja
egy sik papirlap. Megoldéink 6sztondsen helyesen dolgoztak, itt viszont ki is mondjuk az elveket:

Barmely adott (vagy korabbi lépés utjan meghatdrozott) sikban szerkeszthetiink a sikbeli szabalyok szerint.

Adott (meghatéarozott) a sik 3 ismert pontjaval, hacsak ezek nincsenek egy egyenesben; egyértelmi ezzel a kovetkezd
3 valtozat: egyenes és rajta kiviil fekvs pont, metsz6 egyenespar, parhuzamos egyenespar.

Ha adott egy sik és egy egyenes (amelynek van a sikon kiviil lev6 pontja is), akkor adottnak tekintjik a kozos
pontjukat is.

Nem részletezziik, hogyan vezethets vissza ezekre meréleges sik és egyenes, ill. parhozamos sik és egyenes szerkesz-
tése adott egyeneshez vagy sikhoz, valamint sikok metszésvonaldnak szerkesztése.

3. Ebben az értelemben csak a gila O pontjanak szerkesztését részletezziik, ami tulajdonképpen csak lapszog
felezését jelenti. Az AB élii lapszog széarlapjaibol, Sp-bdl és So-bdl kimetssziik egy—egy egyenesiiket, az A B-n valasztott
X ponton atmend és AB-re merGleges sik révén. A két egyenes szogét felezs egyenes AB-vel egyiitt meghatarozza a
szogfelezd sikot.

Megjegyzés. A kitiz6 1963-ban szerkesztette javaslatat. Hozzatette, hogy az 1962. évi Arany—verseny egyik feladatat
vitte at térre: Adott egy haromszog. Szerkessziink két egyenls sugaru kort ugy, hogy mind a két kor érintse a haromszog
két oldalat és ezen kiviil egymast is érintsék. (A megoldast lasd K6MaL 25. (1962) 104. oldal.)



