
(1) a1 = 1; an+1 =
1

16
(1 + 4an +

√

1 + 24an), ha n ≥ 1.

I. megoldás. Az állítást teljes induk
ióval bizonyítjuk. a1 = 1 és a2 =
5

8
ra
ionálisak. Legyen most n ≧ 2 és tegyük

fel, hogy 1 ≦ k ≦ n esetén ak ra
ionális, és lássuk be, hogy an+1 is az! Mivel ra
ionális számok összege, különbsége,

szorzata és hányadosa szintén ra
ionális, továbbá az induk
iós feltevés szerint an is ra
ionális, azért an+1 pontosan

akkor ra
ionális, ha

√
1 + 24an, ra
ionális. Azonban

1 + 24an = 1 + 24
1

16
(1 + 4an−1 +

√

1 + 24an−1) =
5

2
+ 6an−1 +

3

2

√

1 + 24an−1 =

=
1

4
(10 + 24an−1 + 6

√

1 + 24an−1) =

(

3 +
√
1 + 24an−1

2

)2

.

Az induk
iós feltevés alapján

√

1 + 24an−1 = 16an − 1− 4an−1 ra
ionális, tehát an+1 is az, ahogyan kívántuk.

A teljes induk
ió elve alapján igazoltuk a feladat állítását.

II. megoldás. Teljes induk
ióval bizonyítjuk, hogy

(2) an =
1

3
+

1

2n
+

1

3 · 22n−1
,

amib®l a feladat állítása kiolvasható.

n = 1-re (2) mindkét oldala 1. Tegyük fel, hogy (2) n-re teljesül, és lássuk be ebb®l, hogy (n+ 1)-re is igaz, vagyis

an+1 =
1

3
+

1

2n+1
+

1

3 · 22n+1
.

an+1-nek (1) alatti de�ní
iójába an-nek (2) alakját helyettesítve

an+1 =
1

16
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4
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+

4
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+

4

3 · 22n−2
+
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1 + 8 +
24

2n
+

8
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)

=

=
1

16

(

7

3
+

1

2n−2
+

1

3 · 22n−3
+

√

9 +
3

2n−3
+

1

22n−4

)

.

A gyökjel alatti kifejezést tovább alakítva

9 +
3

2n−3
+

1

22n−4
= 32 + 2 · 3

1
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+

(

1

22n−2

)2

=
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3 +
1
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,

kapjuk, hogy

an+1 =
1

16

(

7

3
+

1

2n−2
+

1

3 · 22n−3
+ 3 +

1

2n−2

)

=
1

3
+

1

2n+1
+

1

3 · 22n+1
,

amit bizonyítani akartunk.
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