I. megoldas. Legyen az ABC szabalyos haromszog BC, C A, AB oldalanak felez6pontja, méas szdval a beirt kor
érintési pontja rendre D, E, F. Legyen P egyel6re ezektdl kiilonb6z6 pontja a beirt kornek, és P-nek széban forgo
vetiiletei rendre A1, By, C1, végill a DEF kozépharomszog EF, FD és DFE oldalegyenesén levs vetiilete rendre As,
Bg, CQ.
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A merdleges szara szogek tétele szerint a PA;, PBy, PC félegyenesek paronként 120°-os szoget zarnak be egymas-
sal. Ezért P mindig benne van a kérdéses A; B1C1 haromszogben, tehat ennek teriiletét a PAy By, PB1C1, PC1 A
haromszogek teriiletének Osszegeként kapjuk. Ko6zos tényezGjiiket kiemelve

sin 120°

t=——5— (PAy-PBi+ PBy - PCy + PCy - PAy).

Elég tehat megmutatnunk, hogy a zardjelbeli K kifejezés allando.
Belatjuk, hogy PA; - PBy = PC%. A vetitések folytan A; és Cy rajta vannak a PD szakasz folotti Thalész-koron,
By és Cy pedig a PFE szakasz f616tti Thalész-koron. A keriileti szogek tétele alapjan abrank szerint

PBCy<t = PECy<t = PED< = PDA 1< = PCyA <.

Felhasznaltuk, hogy felvételiinkben Cy a DFE szakasz belsé pontja, masrészt hogy a PED és PDA; szogek a beirt
korre nézve is keriileti szogek.

Igy a PB1Cy és PCy Ay haromszogek 2 — 2 szoge egyenld, tehat hasonlok és csiicsaik a feliras sorrendjében felelnek
meg egyméasnak. Ebbsl

PB12P02:P022PA1,
PA, - PB, = PC3,

amint allitottuk.
Tovabb alakitjuk az Gsszefiiggést. Abrankat és a szabélyos haromszog Osszefiiggéseit felhasznalva

2 2
PA1~PB1:(P01—0201)2: (PCl—C—j> - (Pcl_?AB> =

AB - PCy

= PC? -3 5
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Lényegében ugyanigy kapjuk az alabbiakat:

BC-PA, 3
PBl-PclzPAf—\/gfl—i-l—GABQ,

A-PB
POl-PAlzPBf—\/g%+l3—6ABQ.

(A gondolatmenetben atmenetileg két kis modosulas van, de azok a végeredményt nem érintik: By a DF oldal meg-
hosszabbitasan keletkezik, tovabba P bels6 pontja az A; Ay, By By szakaszoknak.)
Ezek 0sszeadasaval

1 9
K = (PA%+PB§+PC%’)—\/§-E(AB-PCH+BC-PA1+CA-PBl)+EABQ.

Felismerjiik a méasodik tagban az ABC héromszog teriiletét mint a PAB, PBC, PC A részharomszogek teriiletének

3
osszegét, v/3-mal szorozva. Ez a részlet tehat —ZABQ. Az innen ad6dé

V3

kifejezést — ami egyébként a szabalyos haromszog minden belsd pontjara érvényes — a tavolsdgok négyzetdsszegének
atalakitasara is felhasznaljuk, és ezaltal egyenletet kapunk a K kifejezésre. K definicioja alapjan

PA? + PB? 4+ PC? = (PA, + PB;y + PC,)* — 2K,
9
K =-2K+ — AB*
LT R

és maris latjuk, hogy K allandé. Ezzel bebizonyitottuk az allitas.
Felirjuk az A; B1C1 haromszog teriiletének explicit kifejezését is, az ABC haromszog T teriiletével:

V3 V3 3 ., 3
=—K=— — =T
TR T

t
Ez az eredmény kozvetleniil is adodik a specidlis esetekben, ti. ha P-t D-ben vagy a C'F szimmetriatengelyen
3 1
véalasztjuk. Az A1 B1C1 egyenld szari haromszog alapja és magassaga az els6 esetben ZAB’ ill. ZAD’ a méasodikban
1AB ill 3C’F
1AB ill. S CF.
Danyi Pdl (Pécs, Nagy Lajos Gimn., IV. o. t.)

II. megoldas. Tovabb hasznaljuk az I. megoldas jeloléseit, legyen tovabba a beirt kor kozéppontja O, a kornek az
OC félegyenesen levs pontja G.




A szimmetria alapjan elég az allitast a kor rovidebbik DG ivére bizonyitani. Legyen P ennek pontja, tovabba
OD = p=1és DOP< = z. Ekkor

PAy =1 —cos z,
PB; =1—cos(z —120°),
PCy =1 — cos (z — 240°),

ezekkel az I. megoldéas K kifejezése igy alakul:

3 —2(cos z + cos (z — 120°) + cos (z — 240°)) +
+ cos z( cos (z — 120°) + cos (z — 240°)) +
+ cos (z — 120°) cos (x — 240°).

A 2-vel szorzott zéardjel értéke az addicios tétel alkalmazasaval 0. A kovetkezd zardjelben — coszx 4ll, az utolsd
szorzat pedig a 2 cosu cosv = cos (u — v) 4 cos (u + v) azonossag alkalmazéasaval

1 1 1 3
—(cos 120° 2r) == (—= +2cos?z—1) =-= 2.
2(cos 0° + cos 2x) 2< 5 +2cos”z > 4+cos x

Ezek szerint a K kifejezés z-et tartalmazo tagjainak Osszege 0, a teriilet nem fligg z-t6l. Az allitast bebizonyitottuk.
sin120° 9 93

= —— (= 0,974 egység). Masrészt az ABC

Az A, B;C; haromszog teriilete szamitasunk szerint 5 1 16

, " " 3
haromszog magassaga 3, oldala 2\/5, teriilete 3\/5, a két teriilet aranya 6
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