I. megoldas. Jeldljiik az ABC haromszdg egymaés utani oldalaihoz tartozé szogfelezs hosszat AA’ = f,-val, fp-vel,
fe-vel. Az f, két oldalan létrejott AA’B és AA’'C haromszogek egy oldala kozds, és A-nal levs szogiik egyenls. Ezekbol
ajanlkozik: f,-ra abbdl irjunk fel egyenletet, hogy a részharomszogek teriileteinek Osszege egyenls az eredeti haromszog
tertiletével (1. abra):
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Innen a sin2x = 2sinx cos ¢ azonossag felhasznélasaval

2bc «
cos —,

fa:b—i—c 2

eszerint azon milik az allitas helyessége, hogy az adott haromszogben a félszdgek cosinusai raciondlis szamok-e vagy
nem.
Marmost egy trigonometriai azonossag és a cosinustétel felhasznalasaval (és mert «/2 hegyesszog):
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és ez raciondalis szam. Hasonl6an
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racionalisak. Ezzel bebizonyitottuk a feladat allitasat.
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II. megoldas. Legyen a beirt kor kozéppontja O, sugara o, a haromszog teriilete ¢, keriilete 2s. Az AA’C harom-
szogben CO felezi a C-nél levs szoget, ezért a szoglelezs felosztéasi ardnyara ismert tétel szerint

CA , b b+c
AO_CA—}-C’A’.AA_ b fa(_b—i—c—i—afa>7
b+ -a
b+c

tehéat f, — szdmadataink mellett — akkor és csak akkor racionélis, ha AO mértékszama racionalis.
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AO az OB =pés ABy=s—a= % befogokkal meghatarozott derékszogi haromszog atfogdja.
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A Heron-féle teriiletképlet felhasznalasaval
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és Pitagorasz tétele alapjan
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ezek szerint f,, valamint f, és f. mértékszama is raciondlis, amint a feladat allitja.

Megjegyzések. 1. A feladat kitiizésére az adott inditékot, hogy dr. Kelemen Jozsef, a miskolci miegyetem adjunktusa
cikket tett kozzé ,A matematika tanitasa” cimd tanari folyoirat XXVIII. évfolyamanak 1. szdméaban (1981. februar)
az olyan haromszogekrsl, amelyeknek oldalai és szogfelezdi raciondlis szamok. Tétele: egy haromszognek akkor és csak
akkor racionéalisak az oldalai és a szogfelez6i, ha az oldalak elGallithatok a kovetkezs alakban:

a=r(p—q)(l+pg)((1+pg)° - (p—q)?),
b=rq(1—¢*)(1+p%)°,
c=rp(l—p*)(1+¢%)7,

ahol p, ¢ és r pozitiv racionalis szdmok és ¢ < p < 1. Példankban a paraméterek p = 2/3 és ¢ = 1/2 voltak, és r = 216
mellett az oldalak mértékszamai egészek lettek.
A cikkben a kovetkezs Gsszefiiggés is megtalalhato:
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A paraméterek jelentése
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Ezekbol kovetkezik, hogy (o + 8)/2-nek és 3/2-nek mindegyik szogfiiggvénye racionalis, tehat o/2-nek is, v/2-nek
is, hiszen — mint ismeretes, tg /2 = u jeloléssel

2u 1 — u? ¢ 2u
cosSr = —— r=-——:
g 1— w2

Sln$:—1+u2, 1—|—’u,27

(az utobbi csak akkor, ha u # +1 ).
A haromszog eredeti szogeinek szogfiiggvényei mar
. 2t b2 +c? —a?
sina = — cosa = ;

be’ 2bc '
alapjan is raciondlisak (ha cosa # 0 ).
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Ezek alapjan az AA” = f,5 kiils6 szogfelez is raciondlis, mert AA"C — AA”B = ABC, fo2 = ¢ @
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2. Mindezek szerint a vizsgalt hAromszog-osztaly kiilonleges részét alkotja a Heron-haromszogek osztalyanak, amely-
nek jellemzése: a, b, ¢ és t raciondlis. Ezekbdl tga/2, tg 8/2, tg~/2 is raciondlis, de pl. sina/2, cosa/2 magaban
altalaban nem. (A vizsgalt osztaly haromszogeit mindegyik szogfelezd két heroni részharomszogre osztja.)




