
(1) f(x) + f(y) = f
(

f(x) + y
)

I. megoldás. Elegend® azt megmutatni, hogy f(0) = 0, mivel ekkor (1)-be y = 0-t írva kapjuk a bizonyítandó állítást.

Képezzük i = 0, 1, 2, . . .-re az a0 = 0, ai+1 = f(ai) rekurzióval de�niált sorozatot. Mivel f a 0 ≦ x ≦ 1
intervallumon értelmezett és 0 ≦ f(x) ≦ 1, ez egy értelmes de�níió, és 0 ≦ ai ≦ 1 minden i-re. Írjunk (1)-ben x

helyébe ai-t és y helyébe 0-t:
f(ai) + f(0) = f

(

f(ai)
)

,

vagyis

ai+1 + f(0) = ai+2,

tehát minden k ≧ 1-re
ak+1 − ak = f(0).

Ez pedig azt jelenti, hogy az a1, a2, . . . sorozat egy f(0) különbség¶ számtani sorozat, melynek minden tagja a [0, 1]
intervallumba esik. Ez pedig sak f(0) = 0 esetén lehetséges.
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II. megoldás. Újabb bizonyítását adjuk annak, hogy a feladat feltételeinek teljesülése esetén f(0) = 0.
0 ≦ f(x) ≦ 1, tehát f

(

f(x)
)

értelmezve van a [0, 1] intervallumon. Tegyük fel, hogy f(0) > 0. Mivel f(x)

értékkészlete korlátos, van legkisebb fels® korlátja, legyen ez A. Mivel f(0) > 0, van olyan x, hogy f(x) > A−

f(0)

2
.

Ekkor

f
(

f(x)
)

= f(x) + f(0) > A−

f(0)

2
+ f(0) > A,

ellentmondás. Így tehát f(0) = 0.
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