Felhasznaljuk a Heron-féle teriiletképletet:

16t2 = (a+b+c)la+b—c)la—b+c)(—a+b+c)=
- ((a+b)2 —c2) (02 — (a—b)2).

Esetiinkben a = 410, b = 500 egységnyi és ¢ a harmadik oldal, amelyre tehat 500 — 410 = 90 < ¢ < 910, és
16t = (910 — ¢2)(c* — 90?).

Mivel t egész szam, azért a bal oldal paros szam, tehat jobbrdél is van péaros tényezs. S6t mindketts paros, hiszen
osszegiik: 910% — 902, paros, ezért egyezd parossaguak. Igy ¢® paros és vele ¢ is az, ¢ = 2¢1, ahol ¢; egész (valamint a
tovabbiakban hasznalatba veendd betiik mindegyike is). Ezt beirva

(1) t? = (455% — ¢3)(cF — 45?).

Itt c¢; nem lehet paros, mert ugy c; = (2k)? = 4k* alapjan az elsé tényezd (41 + 1) alaki lenne, ahogy minden
paratlan szam négyzete: (2m + 1)? = 4m(m+ +1) + 1 alakt; a masodik tényezé ugyanezért 4/ — 1 alaku lenne, igy
pedig a jobb oldali szorzat is 4¢ — 1 alakd, nem lehetne tehat semmilyen ¢ egész szam négyzete. Eszerint c¢; paratlan,
irjuk igy: c; = 2¢c2 + 1, és itt 22 < ¢y < 227.

Ekkor viszont (1) mindkét tényezdje tobbszordse a 4-nek, t? pedig a 16-nak. Legyen ezért t = 4t;, ekkor a kovetkezs
egyenlethez kell megoldast keresniink egész t1 és co mellett:

1613 = (454 — 2¢2) (456 + 2¢2)(2c2 — 44)(2c2 + 46),
(2) 2 = (227 — ca)(c2 + 23)(228 + ¢2)(c2 — 22).

A négy tényezs koziil az eliilsé kettd is, a hatulsé kettd is egyezs parossagu, mert Osszegeik parosak: 250, ill.
206 + 2¢2; viszont az eliils6 két tényezs ellentétes parossaga, mint a hatulsok, mert az elsé és harmadik tényezé Osszege
paratlan.

Ezek alapjan a tovabbi keresést esetekre szétvalasztva végezziik azaltal, hogy foltevéseket vezetiink be az egyik,
ill. a masik tényez6par parossagara. Ezekkel mindig bebiztositjuk, hogy (2) jobb oldalan a 2-es primszam kitevGje
paros legyen. Az igy kinalkozo6 co értékekkel azutan megnézziik a teljes szorzatot, hogy négyzetszam-e. Az elsg ilyen
gondolatmenet utan a tovibbiaknak csak az eredményét kozoljiik, a sziikséges probék nagyobb szdma miatt.

I. Keressiik elsének az olyan megoldasokat — feltéve, hogy léteznek ilyenek —, amelyekben (2)-nek els6 két tényezGje
pératlan, vagyis cy paros, méghozza legyen

co = 4o + 2 alaku.

Ekkor a hatso két tényezd
230 + 4o = 2(115 4 2a), ill. 4o — 20 = 4(a — 5),

az els6 zarojelben biztosan péaratlan szam all, és eddig 23-t tudtunk biztositani. Ezért ¢ csak gy lehet négyzetszam,
ha (o — 5) paros és torzsszamhatvanyok szorzatéra bontva, 2-nek paratlan kitevés hatvanyat tartalmazza.

A 22 < ¢y = 4a+ 2 < 227 korlatozas alapjan 0 < a — 5 < 52. Ezek kozt a korlatok kozt 2° - p alaki szam egyediil a
32. (p a tovabbiakban mindig az alkalmas paratlan szamokat jeloli.) o — 5 = 32-b6l aw = 37, ¢o = 150, és evvel (2) jobb
oldalanak legnagyobb tényezSje 228 + co = 378 = 2- 3% . 7, a nagysagra masodik ¢ 4+ 23 = 173, prim, nem fordulhat
el6 a kisebb tényezSkben, innen tehat nem kapunk megoldast.

a — 5 =23 p alaki szamokat adnak korlataink kozott

a =13, 29, 45, ezekbdl rendre

co = b4, 118, 182.
Csak a harmadik érték mellett lesz (2) jobb oldala négyzetszam: (5 - 3%) - 205- -(2-205) - (5-32) = (3-2°-5- 205)2,
ekkor a haromszog harmadik oldala ¢ = 4cs + 2 = 730.

Ha pedig az a — 5 = 2p értékeket probalgatjuk végig, az a — 5 = 50, a = 55, co = 222, ¢ = 890 megoldas adodik,
evvel t; =2%.3-5%.7.

II. Nézziik tovabb a co = 40 esetet. Ekkor hasonléan

228+ co =4(B+57) s cp—22=2(28—11),

itt (8 + 57)-ben kivanjuk paratlan kitevével a 2-es torzstényzét és 5 < 8 < 57.
Az egyetlen 3+ 57 = 2° - 3 alaku probalkozas nem ad megoldast, ugyanigy azok sem, amelyekben 3+ 57 = 23 - p.
Ha pedig 8457 = 2p, innen ap = 35, P = 13, ¢, = 52 utjan a ¢ = 210 megfelels oldalhosszat kapjuk, t; = 2%.3-5%.7
(ugyanannyi, mint ¢ = 890 mellett).
III. Legyen végiil (2)-ben az els6 két tényezs paros, ca = 2y + 1, vagyis 10 < v < 113. Ekkor

227 — ¢y = 2(113 — 7), o+ 23 =2(y + 12),



tehat szorzatukbol 2-nek a négyzetét emelhetjiik ki mar el6re, és (2) jobb oldala csak ugy lehet négyzetszam, ha a két
utobbi zarojelbeli kifejezés szorzataban (is) paros kitevovel szerepel a 2.

A zarojelekben ellentett parossaga szamok allnak, mert az Osszegiik 125, paratlan, igy csak az egyik kifejezésben
léphet ol tényezéként 2% = 4 vagy hatvanya.

A fontebbiek mintajara csak abbdl a foltevésbdl kiindulva kapunk megoldast, hogy v+ 12 = 4p, éspedig p = 15, v =
48, ¢y = 97 mellett ¢ = 390, ekkor (2)-bél ¢7 = 130-120-325-75 = (2*-3-5° - 13)2.

Mindezek szerint a kérdéses haromszog harmadik oldala 4 értéket vehet fel: 210, 390, 730 és 890. (Az els6 két
megoldas Osszetolhato egyenld szard haromszoggé, szarai 500 egységnyiek, alapja 210 + 390 = 600.

Béroczky Kdaroly (Budapest, Sagvari E. Gyak. Gimn., IV. o. t.)
Almdssy Tamds (Nyiregyhaza, Krudy Gy. Gimn., IV. o. t.)
Megjegyzések. 1. Paratlan szam négyzetének fenti 4m(m + 1) 4+ 1 elGallitasarol azt is latjuk, hogy mindig 8g + 1
alakd, hiszen m és (m + 1) egyike péros, ennélfogva (1) mindkét tényezdje 8-cal is oszthatd. Ezt azonban nem lehetne
kihasznélni (2) tovabbi redukalasara, mert nem tudjuk helyhez kotni, melyik zarojelekben van tovabbi példany a 2-es
primtényezébdl. Eppen ebbdl alakult ki az I-11., ill. III. részek elagazasa.
2. Egyes megoldasokat 0sszekereshetnénk az alabbi alkalmi meggondolasokkal is, ezen az titon azonban nehéz lenne
attekinteni, hogy eljutottunk-e minden megoldéashoz.
Megprobélhatnank, mely co értékek mellett valnék teljes négyzetté (2) jobb oldalanak valamelyik tényezGje, tovab-
ba, hogy ugyanekkor teljes négyzet-e a tobbi tényezsk szorzata. — Nincs ilyen co érték. (Viszont az egyszertsités elstt
¢ = 890 mellett s — b = 20%; de gondolhatnank (2) tényezdinek négyzetosztoira is.

Folléphetne egy szam tgy is t3-ben paros kitevével (persze torzsszamra gondolunk), ha a négy tényezs koziil
kettének kozos tényezGje, paratlan kitevével.

Ha a (227 — ¢3) és (c2 + 23) tényezSknek van kozos osztoja, ez osztdja az Osszegiiknek, 250-nek is. Innen szoba
jonnek t1 osztoi kozé a 250 osztoi.

Hasonléan szoéba jonnek a

227 — ¢y és 228 4 co parbol 455 =5 - 7 - 13 osztoi,

227 — co 68 co — 22 parbol 205 = 5 - 41 osztoi,
valamint a tovabbi parokbdl ugyanerre az Gtletre tamaszkodva a kiilonbségeik oszt6i is:

co + 23 és co + 228-bol ismét 205 osztoi,

co + 23 és co — 22-b6l ismét 45 osztoi,

ca + 228 és cg — 22-b06l ismét 250 osztoi.

Annyit mindenesetre latunk ebbdl a (tovabb jarhatatlannak tekintendd) ttbol, hogy a teriilet mértékszaméanak
torzstényezsi kozt csak a kovetkezsk varhatok: 2, 3, 5, 7, 13, 41 (ti. ha azt mar kiprobaltuk, hogy egyik zarojelnek
sincs mas primszamnégyzet-osztoja).

3. Bar a feladatot a geometriai feladatok kozott tiizte ki a szerkesztGség, valdjaban szamelméleti jellegii volt,
negyedfoki diofantoszi egyenletre vezetett, de redukalhat6 felbontéssal. Viszonylag sok esetet kellett megvizsgélni,
ezért a megoldok tobbsége elakadt félaton, vagy tobb lényeges eset vizsgalatat elmulasztotta. Ezért igen sok a sikertelen
probalkozas a dolgozatok kozott. Ezek egy része azért nem kapott pontot, mert szamitogépes programot adtak, vagy
kizarolag gépies probalkozéasokon alapultak (v0. a szeptemberi versenykiiras vége). A hianyos dolgozatok bekiildéi is
hagytak ki néhany esetet, de értékelhets részeredményekre is jutottak. (Cz. A.)



