Irjuk fel csokkend sorrendben egymdas utan a tizes szamrendszer tiz szamjegyét, és a kapott egyiittest irjuk le
tizszer egymas utan. Szaz jegyd szamot kapunk, amelyben tetszGleges, legfeljebb tiz jegyd A szam szamjegyei kije-
16lhetéek A-beli sorrendjiikben. Valoban, A elsé szamjegyét biztosan megtaldljuk az altalunk felirt B szam elsG tiz
jegye kozott, hiszen ott az Osszes szamjegyet felsoroltuk. Majd A masodik, harmadik, altaldban a k-adik szamjegyét
ugyancsak kijelolhetjiik a szdmunk mésodik, harmadik, k-adik tiz szdmjegybdl all6 blokkjaban, hiszen ezek mindegyi-
kében kiilon-kiilon minden szamjegy megtalalhato. Igy ha k értékét egytsl A jegyeinek a szamaig noveljiik, kozben A
Osszes szamjegyét kijeloljiik, mégpedig pontosan abban a sorrendben, ahogy A-ban kévetik egymast. Mivel egy csupa
kiilonbo6z6 szamjegybdl allo szam legfeljebb tiz jegy, ezzel belattuk, hogy az &ltalunk felirt B szdm univerzalis.

Legyen most B tetsz6leges univerzalis szdm. Mivel B univerzalis, minden szamjegynek el kell fordulnia benne.
Vegyiik sorra B szamjegyeit az els6 szamjegyen kezdve mindaddig, amig minden 0-t6l kiilénb6z6 szamjegy legalabb
egyszer el nem fordul koztiik. Jeloljiik a legutoljara elénk keriils szamjegyet si-gyel, és legyen ez B-nek mondjuk
j1-edik szamjegye. Mivel B els6 (j; — 1) szamjegye kozott minden 0-t6l és s1-t6l kiilonb6zs szamjegy legalabb egyszer
eléfordul, j; > 9. Menjiink tovabb B szamjegyein, addig, amig minden s;-t6l kiilonb6z6 szamjegy legalabb egyszer el
nem fordul. Jeloljitk az utoljara elénk keriils szamjegyet so-vel, és legyen ez B-nek js-edik szamjegye. Altalaban, ha
maér kijeloltiik B ji-edik, jo-edik, ..., jr-adik szamjegyét, és ezek értéke rendre s1, sa, .. ., si volt, akkor B (ji +1)-edik
szamjegyén kezdve menjilink el B szdmjegyein addig, amig minden, az sj, So, .. ., Sk szamjegyektdl kiilonb6z6 szadmjegy
legalabb egyszer elé nem fordul. Legyen sj; az utoljara elénk keriil§ szdmjegy, és legyen ez B-nek ji1-edik szdmjegye.

Az eljarasunk egyszer biztosan véget ér, hiszen a kiilonb6z6 szamjegyek szama is és B szamjegyeinek a szama
is véges. Legyen a kapott szdmjegyek szama m, akkor egyrészt m < 10, masrészt tetszéleges 1 < k < m mellett
Jrk > jk—1 + (10 — k), hiszen ji_1 utan ji-ig (10 — k)-nal tobbféle szamjegynek kell allnia. Ha m = 10, ebbdl j; > 9
alapjan 710 > 54 kovetkezik, hiszen

jlo=d1+Ga—J1)+..-+U10—3Jo) >9+9+8+7+6+5+4+3+2+1=54.

Megmutatjuk, hogy ha m = 10 és jio = 54, vagy ha m < 10, akkor B nem lehet univerzalis. Az els§ esetben
ugyanis a pontos egyenldségek miatt a fenti konstrukciéval elGallitott blokkokban minden keresett szadmjegy pontosan
egyszer fordul el6, és amit nem keresiink, az nem is fordulhat els. Igy példaul s; egyaltalan nem fordul els B-ben, csak
a ji-edik helyen. Ha tehat A elss szamjegyének B (j; — 1)-edik szamjegyét valasztjuk, majd A mésodik szamjegyének
tetszbleges, ettdl és s1-t6l killonboz6 szamjegyet valasztunk, és végiil a harmadik szamjegyének az si-et valasztjuk,
akkor A nyilvan nem &llithato el B-bdl néhany szamjegy elhagyaséaval.

Ha tehat m = 10, és B univerzalis, akkor jio > 54, vagyis B-nek valéban legalabb 55 szamjegye van. Igy készen
vagyunk a feladat allitdsanak a bizonyitasaval, és belatjuk, hogy ha m < 10, akkor B nem lehet univerzalis. Legyenek
ekkor ugyanis s, So, ..., S, a B-b6l a fenti eljarassal elGallitott szamjegyek, és legyen $p,41, ..., S10 a tolik kiilon-
b6z6 tobbi szam jegy tetszéleges sorrendben. Legyenek A szamjegyei az s, ..., s10 szdmjegyek ebben a sorrendben.
Megmutatjuk, hogy A nem allithat6 elé B-bdl.

Tegyiik fel allitasunkkal ellentétben, hogy A szamjegyei a kivant sorrendben megtalalhatoak B-ben, és legyen
mondjuk s; a Bb;-edik szamjegye. Mivel s; a B-ben elGszor a ji-edik helyen fordul el§, by > j;. Belatjuk, hogy
tetszéleges k < m mellett by > ji. Ha ugyanis ez nem volna igy, vilasszuk k-nak azt a legkisebb indexet, amelyre
b < jk. Akkor by_1 > jr—1, tehat A elképzelt elallitasdban si_1-et vagy B ji—1-edik jegyeként, vagy azutéan jeldljiik
ki. Akkor viszont nem talalhatjuk meg B-ben ezutan, de még jj el6tt si-t, hiszen a konstrukcionk szerint ji_; utan B
els6 si-val egyenlé szamjegye a ji-adik volt. Tehat b, > j,, de m definicidja szerint B-ben a j,-edik szdmjegy utan
nem fordulhat el§ az Gsszes, az s1, So, ..., Sm szamjegyektdl kiilonbozs szamjegy.

Megjegyzés. Belathato az is, hogy egy univerzilis szam legalabb 69 jegy, és hogy az alabbi 89 jegyl szdm univerzalis:
*7890 * 8798 * 078947890 x 8798 * 0789#7890 987

Itt a * az 123456, # pedig a 65432123456 szamjegysorozatot jeloli. Nem tudjuk, hany jegybdl all a legkisebb univerzalis
SZAam.



