I. megoldas. A vizsgalandd B1OA; szog a haromszog By Ay kozépvonaldnak O-bol vett latoszoge, és O mindig a
B Ay egyenesnek C-t nem tartalmazé partjan van, hiszen O-nak az AB oldaltol vald o tavolsédga — a beirt kor sugara
— nyilvan kisebb, mint a C' csicshoz tartozé magassag fele.

A kovetelmeény jobb oldala egyenls 180° — AC B<t = 180° — -val.

Ekkora szoget zdrnak be egymassal az O-bol a kérnek a CA és CB oldalon levs B, ill. A’ érintkezési pontjaihoz
hizott félegyenesek is, hiszen a CB'OA’ négyszognek két szdge derékszog. Eszerint a B1OA; szdgvonal (ti. az egy-
méshoz képest rogzitett OA;, OBy félegyenes-pér) vagy azonos a B'OA’ szogvonallal vagy ahhoz képest O koriil el
van fordulva.

Azonossaguk esetében az eredeti haromszog szabéalyos, hiszen O egyszersmind a C'A, C'B oldalak felez6 merélege-
seinek is kozos pontja, tehat CA = CB = AB.

Ha viszont CA # AB, akkor CA # OB, kiilonben a haromszog egyenld szard lenne, A; és Bi, valamint A’
és B’ tiikros pontpar lenne a haromszog CO szimmetriatengelyére és nem teljesiilhetne a jelzett elfordult helyzet.
Elég a CA > CB nagysagviszony mellett keresniink a kovetelmény teljesiilését. Ekkor egyszersmind CB; > CAj,
pontosabban CB; > CB' =CA' > CA,.

Az A{OB 1< = A OB'« egyenl6ség akkor és csakis akkor teljesiil, ha a két tartomany nem kozds részei egyenldk:
B1OB'< = AjOA'<. Ekkor az OB’ és OA’ sugarakra tamaszkod6 derékszogi haromszogek egybevagok, tehat By B’
= A1 A, és folytatolag a kor érintGszakaszainak egyenldsége alapjan

CBy+CA = 0 (OB £ A+ (B'By— A'A)) = (CA— AB') + (CB — BA') =
=b+a—(AC'+BC')=a+b—c,
vagyis
(1) c:a;b, AB:w.

Ez a feltétel nemcsak sziikséges, hanem elegendd is, hiszen a gondolatmenet megfordithato. Tehat a keresett feltétel:
a haromszog oldalai szamtani sorozatot alkossanak ugy, hogy a nagysagra nézve kozépsé oldal AB.
Természetesen odaértendd, hogy a haromszog létezzék, igy adott AB = ¢ mellett az a, b oldalparra

Megjegyzés. Erdemes atvinni a talalt feltételt a hiromszdg szogeire. A sinustétel alapjan (1) ekvivalens sorra az
aldbbiakkal:
sina + sin 8 = 2siny = 2sin(a + §),
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II. megoldas. A feladat kovetelményének az 1. megoldés szerinti
B10OA1<t=180° — B{C A«

alakja azt kivanja, hogy CB1OA; hurnégyszog legyen, tehat

OB1C< =180° - 0OA,C<x = OA;B«.

Tiikrozziik Aj-et OB-re; By-et OA-ra. Az Ag, ill. By kép nyilvan az AB egyenesen keletkezik, és O As B< = OA; B<
illetve OBy B<t = OB1C<, tehét az el6bbi egyenléség alapjan As-nek és Bo-nek egybe kell esnie. Igy pedig

(2) A_BzAA2+AgB:ABl+AB:A_QC+B_207

sziikséges tehat, hogy AB szamtani kozepe legyen a mésik két oldalnak. Forditva, ha egy haromszogben teljesil (2),
akkor legyen A;-nek BO-ra valo tiikorképe X. Ekkor X és B; egymas képei AO-ra, hiszen AX = AB — BX = AC/2.

Igy pedig
OBC<x=0XB«a=0A1B<x=180°—-0A,C«,

vagyis OA1C By harnégyszog, és
B1OA;<=180° — BjCA;< = CAB<« + OBA<I,
ahogy a feladat kivanja. Tehat a (2) feltétel elegendd is.

IIT. megoldas. Legyen ABC' tetszsleges haromszog, és a beirt korének a koézéppontja O. Tikrozzik O-t a BC,
AC oldalak felez6pontjara, és a kapott pontokat jeloljik D-vel, E-vel.

Q

Mérjiik fel az AB szakasz végpontjaiban kifelé a C-nél levé szog felét, és az 0j szarak metszéspontjat jeloljiik F'-fel.
Igy az ABF haromszog egyenld szart lesz, és ha F koriil az A-t alkalmas szoggel elforgatjuk, akkor az B-be jut.
Tiikrozziik az AB egyenest az AF, BF egyenesekre. Ezek az 0j egyenesek az AB egyenessel egyiitt gy vagjak harom
részre az AC, BC' egyenesnek a haromszoget tartalmazo oldalan levd 180°-os szogeket, hogy a harom darab A-ban és
B-ben is az ABC' haromszog harom szogével egyenls. Mivel a C-nél levs szog megfelelGje mindkét esetben kozépen
van, és a masik ketts ciklikus sorrendjét az F' koriili forgatas egyméasba viszi, ez a forgatas az AC egyenest a BC
egyenesbe viszi. Emiatt F' egyenl6 tavol van ettsl a két egyenestdl, tehat rajta van a haromszog C-nél levs szogét
felez6 C'O egyenesen. Ez az egyenes az ABF haromszog F-nél levs szogét éppen két akkora darabra vagja, mint az
ABC haromszog A-nal, B-nél levs szogei, mert példaul az ABC és a BC'F haromszogek B-nél, C-nél levs szogeinek
az Osszege egyenld, és emiatt az A-nal, illetve F-nél levs szogeik is egyenlGek.

F-b6l tehat az AB szakasz épp akkora szog alatt latszik, mint a feladat szerinti haromszégben O-bol az A B
szakasz. Ez utobbinak nalunk a DOF sz6g felel meg, hiszen Ay az OD, By az OF szakasz felez6pontja. Mivel a beirt
kor érinti az AB egyenest, de nem metszi a C-n at AB-vel parhuzamosan hizott egyenest, igy O az A; By egyenesnek
az AB-t tartalmazé oldalan van. Ha tehat C az AB egyenes ,folott” van, akkor O a DFE egyenes ,alatt” van, és
ugyancsak az AB egyenes ,alatt” van az F' pont.

Azt kell tehat megmondanunk, hogy mi annak a feltétele, hogy a DOFE és BF A szogek egyenléek legyenek. Toljuk
el a DOF héaromszoget a DB szakasz mentén. Amikor D a B-be jut, akkor E az A-ba keriil, hiszen az ABDFE négyszog
paralelogramma. Vigye ez az eltolas O-t @Q-ba. Ez a @ ugyanugy az AB egyenes alatt a CO egyenesen lesz, mint F
hiszen a CO egyenes parhuzamos az eltolas iranyaval. Mivel az AB egyenes alatt a CO egyenesen mozogva, az AB
szakaszt monoton valtozo szog alatt latjuk, a feladatban mondott egyenlGség sziikséges és elegendd feltétele, hogy @
azonos legyen F-fel. Ez pedig azzal ekvivalens, hogy O felezze a C'F szakaszt, és OF az AF-fel, OD a BF-fel legyen



parhuzamos. Ekkor viszont a CO szogfelezt az AO, BO szogfelezGkre tiikrozve épp az OF, OD egyeneseket kapjuk,
és ez a tiikrozés a By, A; pontokat a CO szogfelezé AB-n lev6 G pontjaba viszi. Vagyis az AB szakasz hossza egyenld
az AB;, A1 B szakaszok hosszanak Osszegével, ami nem méas, mint az AC, BC' szakaszok hosszanak a szamtani kozepe.

Megjegyzés. Latoszogekrdl beszéltiink, de annak érdekében, hogy a megoldas a lehetd legelemibb (legkevesebb
ismert Osszefliggést felhasznalo) legyen, nem hasznaltuk a roluk szolo nevezetes tételt. Ez természetesen roviditené a
megoldés inditdsat. A 1atoszogek felhasznalt monotonitasa tulajdonképpen kozvetlenebbiil 1athato, ha O-t toljuk F-be,
és a rogzitett F-bol nézziikk a DB, F A sineken futé DFE szakaszt; csak az egyszertség kedvéért valasztottuk a forditott
utat.



