Igazoljuk, hogy az aldbbi egyenldtlenség teljesil minden x, y, z valds szdmra, ahol A, B és C' eqy hdromszog szogei:

(1)

rT+Yy—+z
2

2
) > zy sin? A + yz sin? B + zx sin? C.
I. megoldas. A négyzetre emelés elvégzése, és az
1 —2sin?w = cos 2w
Osszefiiggés felhasznéalasa utéan (1)-bdl a vele ekvivalens

(2) 22 + 3% 4 2% + 2xy cos 2A + 2yz cos 2B + 2zx cos 2C > 0

egyenlGtlenséget kapjuk. Mivel A, B, C' egy haromszog szogei, 2A + 2B + 2C' = 360°. Legyen e a sikon tetsz6leges
irdny1, egységnyi nagysagu vektor, e-t 2A szdggel elforgatva kapjuk f-et, ebbdl 2B szoggel valo forgatassal kapjuk g-t.
Mivel 24 + 2B + 2C = 360°, g-t ujabb, 2C' szoggel valo forgatés visszaviszi e-be. Megmutatjuk, hogy (2) bal oldalan
az

s =ze+ yf + zg

vektor abszolut értékének a négyzete all, ezzel természetesen (2)-t, és vele egytitt (1)-et is bebizonyitjuk.

Valasszuk a koordinata-rendszer origdjanak a vektorok kozos kezdSpontjat, és az x tengely pozitiv irdnyanak e

iranyat. Ekkor s abszcisszaja
s1 =x+y cos 2A + z cos 2C,
ordinataja pedig
S9 =y sin 24 — z sin 2C.
E kettd négyzetosszege
> =52 + 52 =22 + 9> + 22 + 2a(y cos 24 + z cos 20)+
+2yz(cos 24 cos 2C — sin 24 sin 2C),

|s

ami val6ban azonos a (2) bal oldalan all6 kifejezéssel, hiszen cos 2A cos 2C — sin 24 sin 2C = cos (24+2C') = cos 2B.
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II. megoldas. A bizonyitandé egyenlétlenséget (2) alapjan a kovetkezs forméba irhatjuk:
2% + 2z(y cos 2A + z cos 2C) + (y* + 2% + 2yz cos 2B) > 0.

Ismeretes, hogy az 22 + 2bx + ¢ masodfoki polinom értéke pontosan akkor nem negativ z minden értékeére, ha diszkri-
minansa nem pozitiv, azaz ha 4b> — 4c < 0. Esetiinkben ez a helyzet, ugyanis cos 2B = cos 24 cos 2C —sin 24 sin 2C
alapjan
(y cos 24 + z cos 2C)% — (y? + 22 + 2yz cos 2B) =
= —y% sin® 24 — 2yz(cos 2B — cos 2A cos 2C) — 22 sin? 20 =
= —(y sin 24 — z sin 20)?,

ahogyan allitottuk.



Megjegyzés. Az 1. megoldasban kapott Gsszefliggés a koszinusz-tétel altalanositésa. Hasonldan lathaté be, hogy ha
Vi, Va, ..., Vi a sik tetszsleges vektorai, akkor
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(3)

ahol w;; a v;, v; vektorok kozti szog. Akik tudjék, hogy a |v;||v;|cosw;; mennyiséget a v;, v; vektorok skalaris
szorzatdnak hivjak, és azt is tudjak, hogy ez a szorzas is kommutativ, és az Gsszeadasra nézve disztributiv, ennek
alapjan is belathatjak a (3) Osszefiiggést. Sokan a skalaris szorzas tulajdonsagai alapjan igazoltak a feladat allitasat,
ez a megoldas azonban csak formalisan tér el a fenti I. megoldastol. A lényeges Gtlet kozos a két megoldasban, és ez
az, hogy (2) bal oldalan ,teljes négyzet” all. Mint lattuk, ennek a felismerése nélkiil is bizonyithaté (2). Altalaban
kérdezhetd, hogy mi annak a sziikséges és elegendd feltétele, hogy a

(4) c112° + ca0y® + 3322 + 2c100y + 2¢23y% + 2¢1322 > 0
egyenl6tlenség tetszéleges x, y, z valos szamra teljesiiljon. Nyilvan sziikséges, hogy az

(5) c11 >0, c20>0, c33>0, cr1co2 > cly, Ca2C33 > Cos, Cr1C33 > Cig
egyenl6tlenségek teljesiilnek. Ha rajtuk kiviil még

(6) C11C22C33 + C12C23C31 4+ C13C21C32 — C13C22C31 — C12C21C33 — C11C23C32 > 0

is teljesiil, akkor ez méar elégséges is. Esetiinkben (5) trividlisan teljesiil, (6) belatasdhoz azonban elég sok trigono-

metrikus atalakitasra volna sziikség. Aki ismeri a determinansokat, észreveheti, hogy (6) bal oldalan épp a ¢;; elemd
determinéns értéke all, és a (4) egyenldtlenség azt jelenti, hogy a determinéans altal generalt kvadratikus alak pozitiv
szemidefinit.



