I. megoldas. Megmutatjuk, hogy a kivant felbontas minden n > 3 értékre megvaldsithaté. Hozzatessziik mindjart:
abban az értelemben, hogy a részharomszogek csicsai nemcsak az eredeti sokszog csucsaiban lehetnek. (A feladat nem
tartalmazott ilyen megkotést, azonban tobben tgy értelmezték.)

Legyen a felbontandé A; A, ... A, konvex n-szog legkisebb oldalanak 1/3 része h, mérjiik fol ezt minden csicstol
a szomszédos csucsok irdnyaba, és jeloljik a végpontot A;-t6l a koriiljaras irdnyaban B;-vel, az ellentétes irdanyban
Ci-vel,i=1,2,...n (1. dbra).

1. dbra

Az A;B;C; haromszogeket csak feketére festhetjiik, a még festetlen konvex 2n-szog C;B; oldalaira a felbontas-
ban fehér (vildgos) haromszogeknek kell tamaszkodniuk, a B;C;11 oldalaira pedig sotét haromszogeknek (C,,41-en
természetesen Cy-et értjik).

Ezt egy csapasra megvalosithatjuk dgy, hogy mindezen pontokat 0sszekotjiik egy, a 2,-sz0g belsejében valasztott
P ponttal, és a keletkezett haromszogeket a C; B;, ill. B;C; 41 oldalukra megéllapitott szintire festjiik. — A felbontéas és
szinezés nyilvan megfelel az elGirasnak. (A rész haromszogek szama itt f, = 3n.)
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II. megoldas. n szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk az I. megoldasban kimondott Aallitast, tovabbra is az ott
kimondott értelmezéssel. n = 3 esetén a haromszoget feketére festve kapunk megfelel6 megoldast.

Tegyiik fol, hogy konvex n-szogre igaz az allitasunk, tekintsiik az A1 Ay ... A, Api1 = Pry1 konvex (n + 1)-szoget.
Jelolje B; az A;A;+1 oldal egy belsS pontjat, i = 2,3,...,n (2. abra).
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2. dbra

Ekkor az A1 BsBs ... B, = Q.n-sz6g konvex, bele van irva P, + 1-be, csak cstcspontjai vannak P, keriiletén.
Tekintsiik @,-nek egy, az indukcios feltevés szerint létezs felbontasat, de cseréljiik f61 benne a fekete és a fehér szint.
Végil P,11-nek a @, altal le nem fedett részét feketére festve, a P,y1-nek egy megfeleld felbontasat kapjuk.



Eszerint minden konvex sokszog felbonthato a kivant modon. (P41 leirt kibontésa a @, felbontasdhoz képest n
1j haromszoget tartalmaz.)

Megjegyzések. 1. Kissé fonakul hat, hogy a teljes indukcios bizonyités elinditasaban ,1 részre bontunk”, amit igy is
lehet mondani: nem bontunk. Gyakori azonban, hogy ilyen bizonyitdsokban a kiindulds tobbé—kevésbé elfajult eset,
vagy csak mesterkélt értelmezés mellett mutat példat. Az erre az f3 = 1-re a fentiek szerint kialakitott fy = fs+3 =14
felbontas azonban mar valodi bontés (3. abra), és ilyen n = 3-ra is van (4. abra), ebben is f3 = 4.

2. A tovabbhaladasnak més természet ,szépséghibaja”, hogy rohamosan né n-nel az f,, szam, f,+1 = f,+n alapjan
f5=28,...fs =26 > 3-8 (amit az [. megoldasban lattunk). Marpedig ,iratlan szépségidealja”’ szamos feladattipusnak
a lehetdleg kis létszam, a felépités (a ,konstrukcid”) egyszeriisége.

Mutathatunk azonban olyan modositast, amelyben tetszets végeredmény fejlédik ki szemeink el6tt. Arra alapul
ez, hogy az n = 5 és n = 6 esetekre az n = 4 eseténél egyre szebb olyan felbontasok adhaték, még hozza éppen a 3.
abrabol, amelyekben f5 = fg = f4 = 4. Erre tekintettel kdzos tovabbfejlesztés adhaté paratlan és paros n-ekre. S6t ez
is javithato lesz.

A 3. dbran Bs-at Ag-be tolva elfajul a B3 A4 A; haromszog, fehér oldala keletkezik a négyszognek, és erre egy fekete
haromszoget illesztve, az n = 5 esetre kapunk megoldast (5. dbra, a szaggatott vonaltol balra esd rész). Az odarajzolt
Ay A4 As haromszoggel fenntarthatjuk a konvexséget; tovabb is ilyen ,jodatapasztasokat” végziink majd.



5. dbra

Még szebb az n = 6 eset: Ba-t As-ba toljuk és az elfajult haromszoget a fekete A3 Ay Ax-gal potoljuk (6. abra), még
mindig fg = 4, és minden eddigivel szemben kizarélag atlok révén vald felbontés all elttiink.

Nevezziik el most az 5. dbra Ay A Az Ay négyszogét oldalszimndéveld tapasz-nak, 3 oldala fekete, 1 fehér. Ennek
ismételt odarajzolasaval az 5—6. 4brakbol (a szaggatott vonalon tul, de tulajdonképpen barmelyik széls6 fekete harom-
szOgon tul) egyforméan kaphatunk felbontast—szinezést az n = 54 25 és n = 6 + 2j esetekre, j =1,2,.. ..

Minden egyes ilyen tapasz 2 4j csicsot hoz be a ,felbontand6” sokszogbe, igy a felbontasok haromszogeinek szama
fs+2j = fora; =4+ 3j, ahol 25 =n — 5, ill. 2j = n — 6.

Mar csak annak észrevétele van hatra, hogy képezhets 4-nél tobb oldalu oldalszamnévels tapasz is, s6t az 5 oldala
tapasz ,szebb”, mint a 4 oldala (7.4bra), mert kizarolag atlok utjan bont. Emiatt nem is érdemes mar méasra gondolni.



7. dbra

Most mar a 3., 5. és 6. abrak ilyen tovabbfejlesztésére gondolunk, minden tapasz 3 4j csticsot hoz és 3 Gj haromszoget,
mindig
In = faysj = fs43; = fet+3; =4+ 37,
innen 3j =n—4,ill. n—5,ill. n —6

n, ha n =3k 41 alakd,
fn=1<n—1, ha n=3k+2 alakuq,
n—2, ha n =3k alaki.

Az fs. = 3k — 2 eredmény semmi esetre sem javithato, hiszen a 3k-szog (belss) szogeinek Osszege (3k — 2) - 180°,
és minden bels6 szognek egészben vagy részekre bontva ott kell lennie a részharomszogek szogeinek egyiittesében.
A 8. abra n = 9-re mutatja az el6zSek szerinti felbontést, ez 7 rész. (Szabalyos 9-szogre ez az egyetlen ilyen

felbontas a szabélyos 12-szog ilyen feldarabolasainak szamad pedig 4. A szabalyossaggal persze mar méretes és
szimmetriaviszonyokat is tekintetbe vettiink.)

8. dbra

3. Egy 3k oldalszami konvex sokszognek a legutobbiak szerinti, kizdrdlag dtlok révén vald felbontésarol az is
kimondhato, hogy minden csticsa paratlan sok részharomszognek cstcsa, hiszen a csicsokban a haromszogek valtakozva
feketék és fehérek, és az utolso is fekete, vagy pedig csakis 1 fekete haromszog tartozik a csicshoz.

Itt kapcsolodunk a feladat szovegének mikénti értelmezéséhez, amelyet mar emlitettiink az I. megoldas elején.
Kizdrolag dtlokat felhasznalva a bontésban — és persze egymést nem metszé atlokat, kiilonben ugyanis nem tekintheté

1K.M.L. 1174. gyakorlat, 37 (1968), 12. o.
21326. gyakorlat. K.M.L. 42 (1971) 166. o.



at a részek alakja —, csak az n = 3k oldalszamu konvex sokszogeknek van a feladat kimondott kdvetelményeit kielégit6
felbontésa - szinezése. — Ez azonban nem a fentiekbdl kovetkezik. Egyébként az 1967. évi Kiirschék Jozsef matematikai
tanuloverseny 2. feladata ez volt: ,Egy konvex sokszoget egymast nem metszé atlok haromszogekre bontanak fel. A
sokszog minden csiicsa paratlan sok ilyen haromszog csicsa. Bizonyitsuk be, hogy a soksztg oldalainak szama 3-mal
oszthato. T

4. Tobben kimondtak a kovetkezs sejtést: a nem konvex n-szdgekre vonatkozo6 hasonlé problémaéra is igenls a valasz,
ha nem metszik 4t Snmaguk kertiletét. A megnyugtat6 bizonyitas azonban nehéz lenne. A fentiekben megfordithatonak
tekintettiik a ,tapasz—eljarast”, de nem konvex sokszognél akar sok—sok ide—oda kanyarodas is lehetséges, attekinthe-
tetlen a sok lehetGség (9. dbra); maradjunk annal, hogy ez sejtés. (V6. a sik lefedését egy bizonyos fajta nemkonvex

9-sz6g egybevago példanyaival, Gy. 1898[])

9. dbra

5. Felbonthato egy haromszog gy is, hogy két oldaldhoz fekete, egyhez fehér haromszog csatlakozzék (10. abra).
Ilyen elemekbdl is Gsszerakhato az n-szog felbontasa.

10. dbra

3Lasd a megoldast: Hajos Gydrgy: Az 1967. év Kiirschak Jozsef matematikai tanuloverseny feladatainak megodasa, K.M.L. 36 (1968)
193 — 202. oldal. A kapcsol6odd megjegyzésekben tobbféle kiegészités olvashato a tételhez.
4K.M.L. 61 (1980) 147-149. oldal és boritolap.



