A racionalis szamok tizedestort alakja szakaszos. Ezen azt kell érteni, hogy minden raciondlis szamhoz talalhaté
olyan k és p egész szam, hogy tizedestort alakjukban a tizedesvesszd utani k-adik jegyt6l kezdve a szamjegyek p-esével
ismétlddnek. Mas szoval minden i > 0 egészre a k + i és k + ¢ + p sorszamu helyeken egyezs szdmjegyek allnak. A
legkisebb ilyen p-t nevezziik a tizedestort periddusdnak. (Ha a tizedestort véges, akkor ugy gondoljuk, hogy a végén
csupa 0 szerepel. Az ilyen tizedestortek periodusa 1.)

Lassuk be elGszor, hogy ez valoban igy van! Gondoljuk csak el, hogyan allitjuk el6 a 0 < p1/¢q < 1 racionalis szam
tizedestort alakjat. A tizedesvessz6 utani els6 jegy a 10 p1:q osztas egész része, legyen a maradék ps. A méasodik jegy
a 10 po:q osztés egész része, a maradék ps sth. Mivel a ps,ps ... maradékok mind kisebbek ¢-nél, ezért valamelyik
maradék el6bb-utébb méasodszor is fellép, és innen kezdve a maradékok — s ezért a tizedesjegyek is — periodikusan
ismétlédnek. Lathatjuk azt is, hogy a szakasz hossza, azaz a tizedestort periddusa, legfeljebb annyi, ahdny kiilénboz6
maradék az osztas sordn felléphet, vagyis legfeljebb ¢ — 1.

Mivel irracionélis szamot kell megadnunk, az elgbbiek alapjan elegendd egy nem szakaszos, a feltételeket kielégits
tizedestortet késziteniink. Allitjuk, hogy az alabbi szam ilyen:
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Azt kell csak ellendrizniink, hogy nem szakaszos, a tobbi feltétel nyilvanvaloan teljesiil. Tegyiik fel, hogy mégis szakaszos,
vagyis a k-adik helyt6l kezdve az egyméstol p tavolsagra levs jegyek megegyeznek. Legyen n nagyobb k-nal és p-nél
is. Ekkor az n darab 01-bél all6 01...01 , blokkot” megel6z6 001 sorozat elsé és masodik 0 jegyétdl p hellyel hatrabb
szintén 0 all. Tehat n > p miatt a ,,blokkban” két szomszédos 0 lenne, ami ellentmondés. A megadott tizedestort tehét
irracionalis szamot definidl, s ezzel a feladatot megoldottuk.

Megjegyzések. 1. Azt igazoltuk, hogy a nem szakaszos tizedestortek irracionalis szamot definidlnak. Nem bizonyi-
tottuk, de igaz, hogy a szakaszos tizedestortek viszont mindig racionalis szamok.

2. A vizsgélt szamokban minden 1-es utdn egy vagy két 0 kovetkezik. Ha a tizedes vesszG el6tt kozvetleniil 1-es
all, akkor a szadm tizedes vessz6 utani része egyértelmden jellemezhetd azzal, hogy sorban megmondjuk az 1-esek utani
0-k szamat. Igy ismét végtelen sorozatot kapunk, amelynek két lehetséges eleme van: az egy és a ketts. Megforditva,
barhogyan mond valaki egymas utan végtelen sok szét, amelyek mindegyike vagy az ,,egy” vagy a ,kettd”, szovege
alapjan felirhatunk egy szamot, amelyben a tizedes vessz§ el6tt egyetlen 1-es all, ezt kovetSen a szoveg els6 szava altal
megadott szadma 0, utana egy 1l-es, majd sorra mindig annyi 0-t irunk, amennyit a szdveg kovetkezs szava jelent, és
utdnuk mindig egyetlen 1-est irunk. Azt is megtehetnénk persze, hogy amikor a szévegben ,,egy” hangzik el, akkor egy
darab O-t irunk, és amikor ,kett&”, akkor egy darab 1-est. Az igy kapott szamot tekinthetjiik a kettes szdmrendszer
szamanak: irracionélis szamoknak a kettes szamrendszerbeli alakja sem periodikus. Igy tehat tetsz6leges irracionalis
szam kettes szamrendszerbeli alakjabol megfelels példat konstrualhatunk. Azt kellene mar csak belatni, hogy ha az
€1,€2,. .. végtelen sorozat elemei egyméstol fiiggetleniil vagy 0-val vagy 1-gyel egyenlGek, és a sorozat nem periodikus,
akkor rendre (g,, + 1) darab 0 utan mindig egyetlen 1-est irva ugyancsak nem periodikus sorozatot kapunk.



