Az a, b, ¢ valds szamok olyanok, hogy ha |x| < 1, akkor
lax® +bx +c| < 1

. Mutassuk meg, hogy |z| < 1 mellett az
lca® + bz +a| < 2

15 teljestil.

I. megoldas. Jeloljitk az az? + bx + ¢ fiiggvényt f-fel, a cx? + bx + a fiiggvényt pedig g-vel. Mivel a két fiiggvény
értékei a [—1,1] intervallum végpontjaiban megegyeznek, g-re (2) helyett

(3) lcx? + bz +al £1

is teljesiil, ha ¢ ebben az intervallumban monoton. Igy van ez, ha ¢ = 0,, vagy ¢ # 0, de a g fiiggvény a szélsé értéket
a [—1,1] intervallumon kiviil veszi fel. Szokas szerint g-t teljes négyzetté kiegészitve lathato, hogy

g(x):c<x+%>2+ (G—Z—i)

b
vagyis g a széls6 értékét az xg = % helyen veszi fel. Ha |zg| < 1, legyen 27 a [—1,1] intervallum xo-hoz kdzelebbi
c

végpontja. (Ha z¢ = 0, legyen z; = 1.) Ekkor

g(z0) = g(z1) — c(z1 — m0)* = f(z1) — F(0)(z1 — wo)°

miatt @ = zo mellett teljesiil (2) hiszen (1) miatt |f(xz;)| < 1,|f(0)| 1, és 21 vélasztésa miatt [zg — 21| < 1. Ebbél
kovetkezik, hogy (2) a —1 < © < x9, és 29 £ « < 1 mellett is teljesiil, hiszen g ebben a két intervallumban monoton,
és azt mar tudjuk, hogy (2) ezek végpontjaiban teljesiil.

Hetyei Gdbor (Pécs, Ledwey K. Gimn., II. o. t.)
I1. megoldas. Legyen most is f(x) = ax?® + bz + ¢, g(x) = ca® + bx + a. Ekkor
2g(x) = 2(c + bz + a) + 2c(z? — 1) =

=(1+2z)(c+b+a)+ (1 —x)(c—b+a)+2c(2z®>—-1)=

=1 +2)f1)+ 1 —2)f(=1) +2f(0)(z* - 1),
amibdl (1) alapjan kapjuk, hogy ha —1 £ 2 £ 1, akkor

2g(2)| = (1 +2) + (1 —w) +2(1 —a?) =4,

hiszen itt 1 + « is, 1 — z is nem negativ.

Megjegyzések. 1. A feladat allitdsa nem javithatd, amint azt az ¢ = 2, b =0, ¢ = —1 szamhérmas mutatja.
2. Erdemes egy pillanatra eltoprengeni azon, ekvivalens-e a feladat allitasa azzal, hogy az

(la) |z| =1, (1b) Jazx® +bx+c| <1
egyenl6tlenségekbdl kovetkeznek a
(2a) |z| £1, (2b) |ca® +br+a| £2

egyenl6tlenségek. Sokan ugy gondoltak, hogy a két allitas ekvivalens, és igy arra az eredményre jutottak, hogy a feladat
allitasa nem igaz, hiszen példaul a = 10, b = ¢ = z = 0 mellett (1a), (1b), (2a) teljesiilnek, (2b) mégsem igaz. Viszont
a=10,b=0,c=0, z =1 mellett (1a) teljesiil, és (1b) nem, tehat ez az a, b, ¢ szdmharmas nem biztositja azt, hogy
(1a)-bol kévetkezik (1b), igy nem megleps, hogy mellette (2a) teljesiil, de (2b) nem.



