
Az a, b, c valós számok olyanok, hogy ha |x| ≤ 1, akkor

|ax2 + bx+ c| ≤ 1

. Mutassuk meg, hogy |x| ≤ 1 mellett az

|cx2 + bx+ a| ≤ 2

is teljesül.

I. megoldás. Jelöljük az ax2 + bx+ c függvényt f -fel, a cx2 + bx+ a függvényt pedig g-vel. Mivel a két függvény

értékei a [−1,1] intervallum végpontjaiban megegyeznek, g-re (2) helyett

(3) |cx2 + bx+ a| ≦ 1

is teljesül, ha g ebben az intervallumban monoton. Így van ez, ha c = 0,, vagy c 6= 0, de a g függvény a széls® értékét

a [−1,1] intervallumon kívül veszi fel. Szokás szerint g-t teljes négyzetté kiegészítve látható, hogy

g(x) = c

(

x+
b

2c

)2

+

(

a−
b2

4c

)

,

vagyis g a széls® értékét az x0 = −
b

2c
helyen veszi fel. Ha |x0| ≦ 1, legyen x1 a [−1,1] intervallum x0-hoz közelebbi

végpontja. (Ha x0 = 0, legyen x1 = 1.) Ekkor

g(x0) = g(x1)− c(x1 − x0)
2
= f(x1)− f(0)(x1 − x0)

2

miatt x = x0 mellett teljesül (2) hiszen (1) miatt

∣

∣f(xi)
∣

∣ ≦ 1,
∣

∣f(0)
∣

∣ ≦ 1, és x1 választása miatt |x0 − x1| ≦ 1. Ebb®l
következik, hogy (2) a −1 ≦ x ≦ x0, és x0 ≦ x ≦ 1 mellett is teljesül, hiszen g ebben a két intervallumban monoton,

és azt már tudjuk, hogy (2) ezek végpontjaiban teljesül.
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II. megoldás. Legyen most is f(x) = ax2 + bx+ c, g(x) = cx2 + bx+ a. Ekkor

2g(x) = 2(c+ bx+ a) + 2c(x2 − 1) =

= (1 + x)(c+ b+ a) + (1− x)(c− b + a) + 2c(x2 − 1) =

= (1 + x)f(1) + (1− x)f(−1) + 2f(0)(x2 − 1),

amib®l (1) alapján kapjuk, hogy ha −1 ≦ x ≦ 1, akkor

2|g(x)| ≦ (1 + x) + (1− x) + 2(1− x2) ≦ 4,

hiszen itt 1 + x is, 1− x is nem negatív.

Megjegyzések. 1. A feladat állítása nem javítható, amint azt az a = 2, b = 0, c = −1 számhármas mutatja.

2. Érdemes egy pillanatra eltöprengeni azon, ekvivalens-e a feladat állítása azzal, hogy az

(1a) |x| ≦ 1, (1b) |ax2 + bx+ c| ≦ 1

egyenl®tlenségekb®l következnek a

(2a) |x| ≦ 1, (2b) |cx2 + bx+ a| ≦ 2

egyenl®tlenségek. Sokan úgy gondolták, hogy a két állítás ekvivalens, és így arra az eredményre jutottak, hogy a feladat

állítása nem igaz, hiszen például a = 10, b = c = x = 0 mellett (1a), (1b), (2a) teljesülnek, (2b) mégsem igaz. Viszont

a = 10, b = 0, c = 0, x = 1 mellett (1a) teljesül, és (1b) nem, tehát ez az a, b, c számhármas nem biztosítja azt, hogy

(1a)-ból következik (1b), így nem meglep®, hogy mellette (2a) teljesül, de (2b) nem.
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