I. megoldas. Mivel az A, B, C’ pontok adott helyzete csak az adott P pontbol feléjiik futo félegyenesek kijeldlésére
szolgal, jeloléseink egyszeriisitése kedvéért feltessziik, hogy a keresett forgatas az A, B, C pontokat rendre az A’, B’,
C' pontokba, viszi.

A feladat két részre vaghato: egyik rész az ABC-vel egybeviagé A’ B’C’ haromszog megtalalasa, a masik az el6bbit
az utobbiba vivé forgatas elGallitasa. Az els6 részben elegendd az A BC-hez hasonl6 haromszoget keresni, hiszen ha ilyet
talalunk, azt alkalmas méretid, P centrumu nagyitas mar a kivant méretre transzformalja. Csak arra kell {igyelniink,
hogy az A’ B'C’ haromszog o, 8, 7 szdgei forgasuk irdnydban is megegyezzenek az ABC haromszog o, 3, vy szogeivel,
hiszen a sik forgatasai a forgasszogek iranyat nem valtoztatjak meg.

A megoldas els6 lépéseként ezt a feladatot forditjuk meg, és az A, B, C csticsokhoz olyan P’ pontot keresiink,
amelyre a P’A, P'B,’PC félegyeneseket ugyanolyan nagysigi és irdnyt forgatas viszi egymaéasba, mint a PA’, PB’,
PC' egyeneseket. Elegends példaul azt biztositani, hogy P’A-t a P'B-be ugyanakkora forgatas vigye, mint PA’-t
PB'-be, és P'B-t a P'C-be ugyanakkora forgatas vigye, mint PB’-t PC’-be, hiszen a P'C-t P’'A-ba vivs forgatas
akkor mar biztosan megegyezik a PC’'-t PA’-be vivé forgatassal.

Mivel mindkét kovetelmény egy-egy jol ismert mértani helyet jelol ki az ABC haromszog sikjaban (egy AB feletti
és egy BC feletti korivet), a szerkesztés els6 lépése ezek megrajzolasabol all, és a feladat megoldhatosaga azon mulik,
metszi-e egymaést ez a két koriv (1. dbra).

1. dbra

Nézziik meg, mit mondhatunk altaldban az A'B’C’ haromszdg o, B, 7 szdgeirdl, ha az A, B, C' pontok
egymastol fliggetleniil bejarjak a szamukra adott félegyeneseket. Harom, egy pontbol indulé félegyenes vagy lefedi a
sikot, vagy nem, ami pontosabban azt jelenti, hogy a félegyenesek egyenese vagy rendre elvilasztja egyméstol a masik
két félegyenest, vagy nem.

Ha a harom adott félegyenes lefedi a sikot, az A’ B’C’ haromszog koriiljarasat eleve meghatérozzak, a feladat tehét
csak akkor oldhaté meg, ha ez megegyezik az ABC haromszog koriiljarasaval. Mivel ekkor P az A’'B’'C’ haromszog
bels6 pontja, beldle az oldalak rendre nagyobb szog alatt latszanak, mint a megfelel§ csucsokbol. Ilyenkor tehat a
feladat csak akkor oldhato meg, ha

(1) ABCa < A'PC'a, BCA<<B'PA'q, CAB<1<(C'PB«.

Ha ez teljesiil, akkor az AB feletti, az A’ PC’ szdghoz tartozoé latokorivnek van az ABC haromszog belsejében levs
darabja. Ezen mozgatva a P’ pontot az AC oldaltél a BC oldalig kezdetben. az AP'C<, majd a BP'C szdg lesz
180°-kal egyenls. Van tehat kozben P'-nek olyan helyzete, amikor ezek az elsirt szogekkel egyenlsek (2. dbra).



2. dbra

Ha a harom adott félegyenes nem fedi le a sikot, koziiliikk csak az egyik egyenese valasztja el a masik két félegyenest,
legyen mondjuk ez a PC’ egyenes. Most nem hatérozzak meg a félegyenesek az A’ B'C’ haromszog koriiljarasat. Ha az
A'B’ egyenes elvélasztja a P és O’ pontokat, a félegyenesek és a haromszog koriiljarasa megegyezik, kiilonben pedig
forditott. Az utébbi esetben C” lesz az A’ B’ P haromszog belss pontja, és a megoldhatosag feltétele

(2) A'PB'a« < AB'C'«,
kiilonben pedig az, hogy az
(3) (A'PC'a«— A'B'C'<), (B'PC'a— B'A'C'<)

kiilonbségek elGjele megegyezzék, amint az a II. megoldasbol kénnyebben kiolvashaté (3. dbra).
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3. dbra

Ha mar megtalaltuk azt a P’ pontot, amelyre a P'A, P'B, P'C félegyenesek kolcsonds helyzete megegyezik a PA’,
PB’, PC’ egyenesekével, ezt tetszéleges olyan forgatas P-be viszi, amelynek az O centruma a PP’ szakasz felez6me-
rélegesén van. A forgatas nagysagat és irdnyat pedig megadja mondjuk a P'A, PA’ félegyenesek kozti szog. O helyét
tehat egy tjabb latokoriv jeldli ki; ez a forgatés utan a P'B, P'C félegyeneseket is a nekik megfelelé félegyenesekbe
viszi, az ABC haromszdget pedig a keresett A’B’C’ haromszogbe. Ha P'A és PA' parhuzamosak és egyiranyuiak,
akkor forgatas helyett csak eltolasra van sziikség, és persze el6fordulhat, hogy P, P’ azonosak.



II. megoldas (vazlat). Tovabb egyszertsitjiik jeloléseinket, és elhagyjuk a vesszGket, hiszen a megoldast zar6
forgatas kiilondsebb gondot nem okozhat. Felhasznaljuk azt az I. megoldasban felbukkané gondolatot is, hogy ele-
gendd az adott haromszoghtz hasonlot talalni, amelynek cstcsai mar az adott félegyeneseken vannak. Adott tehat
harom félegyenes, és keressiik rajtuk az A, B, C pontokat gy, hogy az ABC haromszog szdgei nagysagra és irdnyra
megegyezzenek harom adott szoggel. Legyen A, B, C', P az a pontnégyes, ami a megoldast jelenti.

Tekintsiik azt az A centrumu forgatva nytjtast (vagyis A centrumu forgatast és ezt kovet6 A centrumd nyudjtast
vagy zsugoritast), amelyik B-t P-be viszi. Vigye ez C-t E-be, és vigye C-t F-be az a B centrumu forgatva nyujtas,
amelyik A-t viszi P-be. Belathat6, hogy ekkor

(4) PE + PF = PC.

Forgassuk el emiatt az adott PA félegyenest P koriil akkora forgatéssal, ami a BA félegyenest BC-be viszi, és
jeloljiik a félegyenes 4j helyzetét e-vel. Majd forgassuk el PB-t P koriil az AB-t AC-be vivé forgatassal, igy kapjuk
az f félegyenest. Legyen C' a szamara adott félegyenes tetszés szerinti pontja. Bontsuk a PC' vektort e és f irdnya
komponensekre. Igy kapjuk az E, F pontokat, amelyekbe a C-nél adott szoget behelyezve az A-t és B-t kimetsz6
félegyeneseket kapunk (4. abra).
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4. dbra

A feladat megoldhatosaga tehat a (4) felbontason miulik, amihez az kell, hogy az e, f félegyenesek fogjak kozre a
PC félegyenest. Az olvasora hagyjuk annak végiggondolasat, hogy ebbdl valéban az (1), (2), (3) feltételeket kapjuk.

Megjegyzések. 1. A 11. megoldasbol latszik, hogy feladatunk azonos az tgynevezett  hatrametszéssel”. A térképé-
szetben szerepel kiilonGsen gyakran az a feladat, hogy az ismeretlen helyzetd P pontot Ggy azonositjuk a sikon, hogy
megmérjiik, mekkora szogek alatt latszanak bel6le az ismert A, B, C tereppontok. Lapunkban utoljara annak vizs-
galata szerepelt ezzel kapcsolatban, hogy milyen mértékben csékken a modszer megbizhatosaga, ha P-vel kozelediink
az ABC héaromszog koré irhato korhoz. Ha ugyanis P ezen a ,yveszélyes” koron van (aminek a (3) alatti kiilonbségek
eltiinése felel meg), akkor nem hatérozza meg, a helyzetét a PA, PB, PC félegyenesek kolcsonds helyzete.

2. Legyen még C-nek AB felez6pontjara vonatkozo tiikkorképe G, és jeloljik (tetsz6leges origo mellett) a szoban
forgo pontok helyvektorat a megfelels kisbetiivel. Azt kell belatni, hogy (4. abra)

e+f=c+p,

és mivel a + b = ¢ + g, ez azt jelenti, hogy
e+f+g=a+b-+p,

vagyis az e - a, f - p, g - b vektorok haromszoggé fiizhetSk Ossze. Hat persze, az AEC haromszoggé, hiszen az PA-t
AFE-be, PB-t PF-be, BA-t BG-be vivs forgatva nyujtasokban a forgatas és a nyujtas azonos, csak a centrum mas.
Ha az ABP haromsz6g mindhdrom oldaldra ezt a transzformaciot az A centrum mellett alkalmazzuk, akkor kapjuk
az AEC haromszoget.



