Milyen valds szamokra lesz a
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kifejezés értéke egész szam ?
I. megoldas. Jeloljik az (1) kifejezés els6 tagjat A-val, a masodikat B-vel

(2) A= \lz+ Va2 +1, B=+\z—Va2+1,

a kifejezés értékét pedig C-vel:

(3) A+ B=_C.
Mivel A és B szorzata minden z mellett (—1)-gyel egyenld, ezek a mennyiségek egy adott = mellett a
(4) 22 —Cz—1=0

masodfoki egyenlet gyokei, mégpedig A a pozitiv gyok, és B a negativ, hiszen x mindig kisebb \/x2 + 1-nél. Megfor-
ditva, a (4) egyenletnek minden C mellett két gyoke van, és koziilik az egyik pozitiv, a masik negativ, hiszen C kisebb
v C? + 4-neél.

Ezek szerint tetszoleges valos C-hez pontosan egy olyan (A, B) szampér tartozik, amelyre A+ B = C, AB = —1,
és B < 0 < A is teljestill, és ez a szampér a kovetkezs:

(5) A—%+\/<g)2+1, B:% ,/ L

Ha van olyan x, amelyre (2) teljesiil az igy megvalasztott A, B szamparhoz, akkor a (2)-b6l kévetkezo
A3 =+ Va2 +1, B}=z—+22+1
Osszefiiggések miatt az csak az

(6) (4 + B?)
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szam lehet. Megmutatjuk, hogy ez mindig megfelel.
Lehet tehat C tetszoleges valos szam, és A, B, x legyenek a bel6le (5) és (6) szerint elGéllitott szamok. Szamitsuk
még ki az
y=5(4° - B
szamot, akkor B < 0 < A miatt y > 0, és
y? -2’ =(y—a)(y+a) = -A’B® = +1
miatt y = /a2 + 1, tehat a (6) szerint szamolt x-re valoban teljesiil (2). Mivel A és B (4) gyokei,

v = 3(4+ B = 1[(A+ B)’ ~ 3AB(A + B)] = 5(C* + 30)

N =

1
Tehat az (1) alatti kifejezés értéke minden valés C' szammal pontosan egy x mellett egyenls, és ez az x = 5(03 +0O)

érték. Ervényes ez természetesen egész C-re is, és akkor mint az kénnyen lathato, x is egész.

II. megoldas. Jeloljiik most is az adott kifejezés értékét C-vel. Az Gsszeg két tagjanak szorzata éppen —1, tehat
z (a+b)* = a® + > + 3ab(a + b) sszefiigges alapjan

C®=(x+Va2+1)+ (x— Va2 +1) - 3C,
ahonnan
(7)

Azt kaptuk tehat, hogy ha (1) kifejezés értéke a C szam, akkor = a (7) alakban irhaté. Azt allitjuk, hogy barmely
egész C-re a (7) alatti © értékre az (1) kifejezés értéke egész szam lesz (nevezetesen éppen C). Ha ezt megmutattuk,

(C3 +30).
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akkor ezzel a feladat kérdésére is vélaszoltunk: pontosan azokra az z valds szamokra lesz (1) értéke egész, melyek a
(7) alakba irhatok.
Az utobbi allitas igazolasadhoz legyen a (7) alatti  értékre az (1) kifejezés értéke éppen D. Ekkor z értéke (7)

1
alapjan E(DB + 3D)-vel is egyenls. Az z-re kapott két érték kiilonbsége

(C — D)[C?* + D* + (C + D)* + 6],

RNy

1 1
0= 5(03 +3C) — 5(D3+3D) =

ahonnan C' = D, ahogyan allitottuk.

Megjegyzés. A dolgozatok legtobbjében a versenyzok megelégedtek azzal, hogy a (7) Osszefliggésig eljutottak, de nem
igazoltak, hogy barmely egész C' esetén megfelel z-hez jutunk. A (7)-t elGallitd levezetés ugyanis nem megfordithato;
nem ekvivalens atalakitdsokat végeztiink, s igy elképzelhets, hogy egy (7) altal meghatéarozott helyen (1) nem C-t,
hanem valamilyen mas értéket vesz fel. Hogy ez nem igy van, az kiiloén bizonyitasra szorul.



