I. megoldas. Legyen a keresett ABC haromszog atfogodja AB, az A-bol indulo (belsé) szogfelezének a BC' befogdval
valé metszéspontja D. A beirt kdr O kozéppontjat az AD szakaszbol az AC'D derékszog felezGje metszi ki, és a CO
szakasz hossza 0v/2, ahol p a beirt kor elsirt sugara. — Ezek szerint feladatunkat lényegében megoldjuk, ha talalunk
eljarast az ADC haromszog megszerkesztésére az AD = f és e pv/2 hosszusagadatokbol és a C-beli 90° -os szogbdl.
Megjegyezziik, hogy DAC <« < 45°, ezért DC < AC.

Az AD szakasz f616tti k Thalész—kort a CO szakasz meghosszabbitasa az AD-re meréleges atmérG FE végpontjaban
metszi, igy lesz DCE <= ECA< =
= 45°. Ekkor AEO és CE A hasonlo haromszogek (2-2 szogiik paronként egyenls), ennélfogva

(1) AE : EO=CE : EA,
amibdl

DA?
(1a) FEO-EC = (EC — OC)EC = EC* - CO - EC = EA? <— 5 >

Ezzel tulajdonképpen méasodfoku egyismeretlenes egyenletet kaptunk FC-re, hiszen E A a k révén ismertté valo szakasz.
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Szerkessziik meg az FA egyenest A-ban érintg, CO = 0V2 atmeérGjii segédkort, jeloljiik a kdzéppontjat K-val,
tovabba az FK egyenesnek & segédkorrel valdo metszéspontjait Oq-gyel, Cq-gyel agy, hogy ECy; > EO;. Ekkor az
EAO; és EC1 A haromszogek hasonlok, hiszen E-ben kozos szogiik van és FAO; < = EC1 A <, ezért

FA: EOl = ECl : EA,
(2) EO,-EC, = (EC, —CO)-EC, = EC} —CO-EC, = EA?,

tehat EC, eleget tesz (1a) -nak. Hozzétessziik, hogy FC; az egyetlen pozitiv (vagyis szamunkra hasznéalhato) megoldas,
mert (la)-t O-ra redukélva az ismeretlent nem tartalmazo tag negativ: —F A% mig EC? egyiitthatoja +1. [Es persze
mar az (1) felallitasakor is pozitivnak gondoltuk a szerepls szakaszokat.]

Ezek alapjan a szerkesztés, mindjart teljesitve a feladat kovetelését is: az F koriili ECy sugara korrel kimetssziik
k-bol C'-t — agy, hogy CA > CD legyen —, vessziilk C-nek AD-re valo C tiikorképét, ekkor a C'D, AC egyenesek
metszéspontja megadja a keresett haromszog hatra levé B csiicsat.

A kapott ABC héaromszogben C-nél valoéban derékszog van, benne AD felezi a CAB szoget, és beirt korének
kozéppontja az AD és CE szogfelez6k O metszéspontja. Azt kell még belatnunk, hogy a CO* szakasz egyenls az
elsirt CO = C10; szakasszal. Mérjiik fel CE-re a CO*™ = CO szakaszt. Ekkor a C, O**, E, A pontalakzatban
CE = C1F miatt teljesiil (2) és (1a), tehat az (1)-nek megfelels AE : EO™ = CE : CA is, ezért AEO™ és CEA
hasonl6é haromszogek, O**AE < = ACE< = 45° = DAE <, igy O*" a DA egyenesen van; mésrészt O™ a CE-n
van, tehat azonos O*-gal. Ennélfogva CO* = CO = pv/2, tehat O* -nak a CB és CA, tovabba az AB oldalaktol valo
tavolsaga valéban o.



A C pont akkor és csak akkor jon létre a kor DE’ negyedivén mint belsé pont, ha
ED < EC < EE' = DA,

amibdl az els6 egyenlStlenség nyilvanvaloan teljesiil. A masodikhoz sziikséges:

EK:EO—C—2O<DA—C—2O,

amibdl egyszerd szamitassal (minden pozitiv)

f;<f2—f~00, Cozg\/i<£, f>V3o.

II. megoldas. Jeldljik (mint az I. megoldasban) az adott szakaszokat g-val, f-fel, az f altal felezett hegyesszoget
a-val. A beirt kor kdzéppontja a haromszog befogoival egyiitt egy o oldali négyzetet hataroz meg, amelyhez két,
egymassal hasonlo derékszogl haromszog csatlakozik. Ezek atfogoinak az dsszege f, egyik hegyesszogiik /2, emiatt
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Jeloljiik a jobb oldalon all6 hanyadost A-val, és vegyiik mindkét oldal négyzetét:

4(1 +sin o) )2
) - )
sin® «
amibdl teljes négyzetté kiegészitve kapjuk, hogy
9 2
(1) ( +1> =\ +1.
sin «

Mivel esetiinkben 0 < sin o < 1, a feladatnak csak akkor van megoldasa, ha a jobb oldal értéke nagyobb 9-nél,
vagyis f > 0V8. Ha ez teljesiil, a kapott (1) Osszefiiggés o értékét egyértelmiien meghatarozza. A szerkesztés kedvéért
irjuk vissza A értékét, kapjuk, hogy

(2) (d+0)* = f?+0”

ahol d annak a derékszogl haromszognek az atfogdja, amelynek az a -val szemkozti befogdja 20. Tehat az f, o befogdju
derékszogl haromszog atfogdjabol elvesziink egy o-nyi darabot, majd a maradék f6lé Thalész—kort rajzolunk, és ezt a
szakasz egyik végpontja kortili, 2p sugart korrel elmetszve megkapjuk az o szoget. Ebb6l és p-bol a keresett haromszog
mar kénnyen megrajzolhaté. Mivel a kapott (2) Osszefliggés ebben is érvényes, benne az « szog felezGje egyenls az
adott f szakasszal, hiszen (2) ennek az értékét is egyértelmiien meghatéarozza.



