I. megoldas. Legyen egy, a foltevés szerinti ABC haromszog magassagpontja M, koriilirt k& korének kdzéppontja
O, és sugara a hosszusagegység, AB oldaldnak felezGpontja F', és ezekkel

(1) MO =2 FO.

Vizsgalatunkat annak a szerkesztésnek a szemléletére alapitjuk, amellyel egy, a k-n beliil megvalasztott F-b6l meg-
kapjuk a haromszog cstcsait.

A-t és B-t az OF-re F-ben allitott mer&leges metszi ki. Legyen O és M tiikérképe AB-re O*, ill. M*, ismeretes,
hogy M* a k-n keletkezik. Igy O, M, M* és O* egy szimmetrikus trapéz cstcsai, és (1) felhasznalasaval

O*M*=0M =2-FO = 00".

Ennélfogva M*-ot az O* kozepti, O-n dtmend k* kor metszi ki k-bol, és az M *-on &t AB-re allitott merdlegesnek k-val
val6é masodik metszéspontja C.

M* létrejon, ha az O, O*, M* pontokra teljesiil OO + O*M™* > OM™, azaz 4OF > 1, tehat ha OF > 1/4.
A szimmetria alapjan elég azt az M*-ot venniink, amelyikre M*A < M*B; erre CA < CB is teljesiil, és a szogek
szokasos jelolésével 8 < « lesz. Ezért a vizsgalando legnagyobbik szdg a vagy ~.

Legyen D a k rogzitett pontja, Fy az OD sugér negyedels pontja: OFy = = OD/4, és fussa be F az FyD szakaszt;
igy O* a GH szakaszt futja be, ahol G az OD felez6pontja és H az O tiikkbrképe D-re. DFy > DF > 0 mellett minden
vizsgdlando6 haromszoget megkapunk (viszont elfajulna a haromszog, ha D-ben vennénk fel F-et).

H— 1-3. dbra

Az Fy-bol el6allo AgBoCy haromszog szimmetrikus az OD tengelyre — hiszen ekkor M* = D — és

7% Ay V15 1
5 =GR =5 = V06 cosw=g,
innen 9 = 75,522° és g = 90° — vo/2 = 52,239°; itt tehat vy a legnagyobb szog.

Amint F halad D felé, A ugyancsak D felé kozeledik a kérvonalon, M™* viszont tavolodik D-t6l, mert a DOM™* < =
O*OM™ < n6, hiszen az O*M*O haromszog szarai, a k* sugarai nének, OM™ alapja pedig valtozatlanul 1 egység.
Tovabba C' tavolodik Cy-t6l, hiszen C' és M™ egymas tiikorképei az O D-re merdleges atmérére mint tengelyre. — Ezek
szerint « novekszik, mert AB irénya allando, v viszont a DA iv csokkenésével csokken, hiszen v =2 - DCA <.

Konnyt 1atni, hogy az AC egyenes akkor 1épi &t az O D-vel parhuzamos helyzetet, amikor F' a G-ben, O* a D-ben
van, és ezért A és M™* egybeesnek. Ekkor mar o = 90° a legnagyobbik szog (és v = 60°) és ez is marad.

Amint minden hataron tul csokkentjiik a DF' tavolsagot, az A csiics a D hatarhelyzethez kozeledik, O* a H-hoz,
M™* ahhoz az N ponthoz, amelyet a H koriili O-n 4tmend kor metsz ki k-bol, végiil C' az N tiikdrképéhez, N'-hoz.
Marmost N éppen Ag-ban adodik, mert az NHO egyenld szart haromszog oldalai rendre 2-szer akkorak, mint az



OApG haromszogéi, az O kozos csicsuknal levs szogeik egyenldk, tovabba OD kozos oldalegyenesiik, ezért az ON,
OA, félegyenesek azonosak.

Ezek szerint a-nak fels6 korlatja a kovetkezs érték: 90° + ODN' < = 90° + OCpAp < = 90° + 7—20 = 127,761°.. ., és
ezt a alulrol tetszGleges kis eltéréssel megkozelitheti.

Most méar csak a legnagyobbik szog legkisebb értékét kell meghataroznunk. Kézenfekvs ez a sejtés: akkor adodik
ez, amikor egyenlének adddik a csokkendben levs v és a novekedSben levs a.

Egy szerencsés otlettel megprobaltuk a fonti g és a v = 60° kozti v = 72°-ot. Megmutatjuk, hogy az o = v = 72°
és B = 36° szogekkel bir6 (sok érdekességrdl ismert) haromszogben teljesiil (1).

Minden héaromszogben érvényes a CM = 2 - OF 0Osszefiiggés — legutobb a mostanival rokon F. 2221-ben lattuk
ezt, az 1980. évi aprilisi szamban (K. M. L. 60. kotet, 148. oldal), ennélfogva elég azt belatni, hogy a mondott szogek
esetében MO = MC (2. &dbra). Valoban, MCA < = 18°, OCB <« = OBC < = = 18°, innen MCO < = 36°, masrészt
MOC <« =1/2A0C <« = ABC <« = 36°, tehat az OCM haromszog egyenls szaru.

Mivel igy a 72°-0s kozos érték atlépésekor fordul ellentétesre « és v nagyséagviszonya, ezért az (1) tulajdonsaga
haromszogekben a legnagyobbik szog pontos alsé korlatja 72°. Ezzel befejeztiik kérdésiink vizsgalatat.

II. megoldas. Jeloljiik a haromszog koré irt kor O kdzéppontjabol a csticsokba mutaté vektorokat a, b, c-vel ugy,
hogy ¢ mutasson abba a cstcsba, amellyel szemben fekvs oldal felez6pontjatol vizsgaljuk O tavolsagat (3. abra). Ez a
1
tavolsag 3 |a + b|, mert |a| = |b|.
Ismert, hogy az O-bol az M magassdgpontba mutatd vektor a + b 4+ ¢ (Euler-egyenes), tehat OM = |a+ b + ¢|.

Ezek szerint a feltétel igy irhato:
la+b|=|a+b+c|

Négyzetre emeléssel, |x|° = (x)? alapjan
0=c’+2a-c+2b-c
0 =12+ 2r% cos 28 + 2r? cos 20,

ahol r a koriilirt kor sugara, a az o, b a 3, ¢ a y sz6g csticsdhoz mutat, és a-t, b-t tgy valasztottuk meg, hogy a a > .
Atrendezéssel az eredeti feltétel

1
5= cos 2« + cos 203,

és ez igy is irhato

(2) i = cos (o — f3) cos 7,

ugyanis

_|_ —
z yCOSI2y

cos x + cos y = 2 cos

és cos (180° —z) = —cos z, és a + 5 + v = 180°.

Jelolésiink szerint a legnagyobb sz0g a és v valamelyike, mindenesetre nagyobb, mint 60°, hiszen szabalyos harom-
szogben nem teljesiil a feladat feltétele.

Nem lehet v tompaszog, mert akkor vele egyiitt (o — ) is tompaszog lenne, hiszen (2) szerint cosinusaik egyez6
elgjeldek. Igy

<cosvy <1, 75522°>~>0°

RNy

(cosy = 1-bdl elfajult haromszog adédnék

~—

. Minden ilyen érték megoldast ad az

a — 3 = arc cos

4 cos v’
at+f=m—v
egyenletrendszer szerint, innen
Ty 1
3 = — — — 4 —arc cos
®) TT9 73 oA 4 cos vy’
és v = 0° mellett fels6 korlatot kapunk a-ra:
< T n 1 1
a < — + —arc cos —
2 2 4’

és ez fokban 127,761°.



Mivel cos x folytonos fliggvény és az inverze is az, a jobb oldali értéket o tetsz6leges hibahataron beliil megkoze-
litheti, a jobb oldali érték tehat « felsé hatara.

Maésrészt cos v = 1/4 mellett o = 8 = 52,239°, ekkor v a legnagyobb szog, vagyis a feladat feltételében kiemelt
szerepl szog.

Azt is latjuk (3)-bol, hogy v csokkenésével o né, mert a kivonandé csokken, a hozzdadandé névekszik, — és forditva.
Eszerint abban az esetben lesz minimalis a legnagyobb szog értéke, ha o = +. Keressiik ezt a kozos értéket! Irjunk

(2)-ben mindketts helyére (90° - g)-t:

1 .38 .8 . .58 4B
4—SIH2SID2—3SIH > 4 sin X
2
sian*GiZ\/g* VE+1
2 16 4 ’

tehat § = 36° (a masik értékkel S tompaszOg lenne) és a = v = 72°. Ebbdl az alakbol elmozdulva vagy a novekszik,

vagy v, tehat a legnagyobb szog legkisebb értéke pontosan 72°.
.. 2T T 1 1
Osszegezve: a haromszog legnagyobb szoge - és — 4 —arc cos 1 (azaz 72° és 127,76°) kozott minden értéket

2 2
folvehet, az als6 hatéart beleértve, a fels6 hatart nem.

Megjegyzések. 1. Tobb olyan haromszog—alaknak is megvan a vizsgalt tulajdonsidga, amelynek a szogei Gn. ,,neve-
zetes” szogek: 120°, 45°, v = 15°; 108°, 36°, 36°; 90°, 60°, 30° (itt van 8 minimuma): v = 75°, 60°, 45°.

2. A szogeket azért irtuk kétféle (fok, illetve radian) egységben, mert ,arc cos” = — és minden arcus—fiiggvény —
ivmértékben értendd. A latin arcus szo6 éppen ivet jelent , arkuspapir”.

3. Természetesen vektorok nélkiil is eljuthatunk (2)-re, példaul az 1980. aprilisi szaimunk 150. oldalan, az F. 2221.
feladat megjegyzésében kimondott

OM\? 4(cos? a + cos? B+ cos? ) — 3,
( ) =49 —4(sin® a +sin® B+ sin? v),

T
1 —8 cos a cos (3 cos v

Osszefiiggés és OF = r cos 7y alapjan. Itt mutatunk ra, hogy az idézett helyen a mésodik kifejezés 4-es tényezGje
hianyzik.



