Jeloljiik a szabalyos oktaéder kézéppontjat O-val, egy lapjanak csucsait A, B, C betiivel, igy a hatra levs 3 cstics az
utobbiaknak O-ra valo A’, B’, C’ tiikorképe. Legyen P az AB ¢él kijelolt pontja gy, hogy PA: PB =1 (\/5 + 1) /2
—roviden 1 : k, vagyis k > 1 —, tehat PA az él kisebbik része, PB a nagyobbik rész.

Alkalmazzuk a valtakozas kovetelményét egyelére A-ban és B-ben a C felé iranyulo élek R, ill. @) osztopontjara, ez
a két el C-bél nézve szomszédos. Es mivel A és B miatt QB-t kisebbnek, RA-t a nagyobb résznek kell valasztanunk,
ami altal C'Q a nagyobb rész lesz, C'P pedig a kisebb, és ezek kiilonb6z6k, nem jutottunk ellentmondésba a kivalasztéas
elvével.

Attérve a szomszédos ACB’ lapra, az AB’ élen az A-hoz kozelebbi P’ osztopont kijelolése esedékes, az pedig
éppen P tiikdrképe az oktaéder OAC = S, szimmetriasikjara, ahogyan az ACB’ lap ugyanilyen képe az ACB lapnak.
Hasonléan a CB’ élen C koriiljarasa szerint kijelolends @ pontra Q'C' > Q'B’, tehat Q" a Q képe Sy-re. Igy A és C
koriiljarasdban immar 3-3 élen teljesitettiik a valtakozast.

Az AC’ élen az A-t6l tavolabbi R’ pontot valasztva, A koriiljarasa az el6iras szerint zarodik, hiszen A-ban 4 lap, 4 él
fut Ossze, és a 4 paros szam. R’ az R képe az OAB = S, sikra. Hasonléan a B, C, B’, C’ cstcsokban 3-3 egymaés uténi
élre lesz helyes a koriiljaras, ha C'B’-n és C'B-n a Q'-nek, ill. Q-nak S.-re valoé Q”, Q" képét valasztjuk. Végiil az A
koriili P, R, P’, R pontnégyesnek az OBC = S, sikra valo tiikorképét véve, minden csics koriil megfelel a kivalasztas,
és ezzel belattuk az a) allitas helyességét. — Bizonyitasunk egyrészt az oktaéder egyes szimmetridin alapult, masrészt
azon a tényen, hogy az oktaédercstcsokbdl kifuto élek 4-es létszama oszthatod a kivilasztasi elvben el6irt ismétlédés
2-es periodusaval.

2. Az oktaéder tovabbi szimmetridi alapjan adodik, hogy a kivalasztott 12 pont barmelyike atvihet6 barmelyik
maésikba tugy, hogy egyidejiien minden egyes kijelolt pont kijelolt pontba jusson. Valéban: barmelyik oktaédercsics
atvihets barmelyik masikba (a mondott tovabbi kévetelménnyel, tobbféleképpen is), és ha egyidejien pontegyiittesiink
nem Oonmagaba ment at, akkor egy 90°-os elforditas eredményezi ezt. — Eszerint pontjaink egy O koriili gdmbon vannak
rajta.

Megmutatjuk, hogy P-t6l 5 masik kivalasztott pont van egyenld tavolsagra, ahogy a szabalyos ikozaéder minden
cstcsaval 5 mésik csics szomszédos, és egyiitt 5 szabalyos haromszoget alkotnak. A PQR haromszog nyilvanvaloan
szabalyos, és hosszegységnek valasztva AP-t, oldalara a cosinustétel szerint

PQ=+I1+k>—k=+2=PR.

Ugyanekkora az ABC’ haromszoghdl PQ" és PR’ is, tovabba PP’ is, hiszen az ABA’ B’ metszet négyzet, és igy APP’
egyenld szara derékszogli haromszog, egységnyi befogokkal.

Ezek szerint P', R, Q, Q" és R’ egy a P koriili gombon is rajta vannak. Két (nem koncentrikus) gémb kozos
pontjai — ha vannak — egy korén vannak, vagyis egy sikban, eszerint P’RQQ"' R’ sikbeli 6tszog. Mésrészt oldalai is
egyenl6ek a fentiek szerint, tehat PO mint tengely koriili 72°-os elforditasokkal az 6tsz6g cstcsai ciklikusan egymasba
mennek 4t.



Ugyanez a pontegyiittes barmelyik pontjara is érvényes. Jeloljiik a hdromszoéglapok szamét h-val, és épitsiik Gssze
a test modelljét csupa kiilonallo szabalyos haromszogbdol. A h db lapon eredetileg 3h csics van, az 5-0sével vald
Osszeragasztds utan 3h/5, és ez egyenls 12-vel, kijelolt pontjaink létszamaval; innen h = 20, tehéat a test valoban
szabélyos ikozaéder. — A meghatarozast ugy értettiik, hogy a 12 pont egyiittesének konvex burka az ikozaéder.



