Vegyiik észre, hogy az adatok kozt ott szerepel a C, D, E és A-bol alakithaté mind a 6 pontpar kozti tavolsag,
tovabba barmelyikiiket elhagyva, a maradé pontharmasra teljesiilnek a haromszog egyenl6tlenségek. Eszerint ez a 4
pont egyértelmiien meghataroz egy haromoldalu gulat (tetraédert).

Ugyanezek érvényesek a C, D, E, B pontnégyesre. Es mivel e két tetraéder CDE lapja kozos, az A és B pontok
kolesonos helyzete, tavolsaga is meg van hatarozva annak az alternativinak az erejéig, hogy A és B a CDE siknak
ugyanazon az oldalan van-e vagy nem. Megallapodhatunk, hogy A-t mindkétszer a CDFE sik folott vessziik, itt legyen
a B; megoldas is, ekkor B, a masik megfelels pont, a By tiikkorképe a CDE sikra.

Els6sorban ezzel a kettGsséggel véljiikk megmagyarazni a feladat kérdésének . lehet” szavat. Gondolnunk kell azonban
az eddig nem emlitett F' pontra is, amelynek a két tetraéder k6zos D csticsatol, valamint a nem kozos A, B cstucsaiktol
valo tavolsagai is el vannak irva. Ez lesz tehat a tovabbi kérdés (AB; és ABs kiszamitésa utan): létezik-e az AB1DF
és az ABoDF tetraéder? Ha esetleg csak az egyik léteznék, ez egyértelmiivé tenné véalaszunkat.

Elgondolasunk az els6 kérdésre: gombdt irunk a C DE haromszog mindegyik csicsa koriil, sugarnak véve az onnan
A-ig — illetve B-ig — el6irt tavolsagot, és mindkétszer keressiik a 3 gomb kozos pontjait (font, illetve font és lent), majd
az ezek kozti tavolsagokat. Ezt azonban sikbeli feladatta egyszertsiti az az észrevétel, hogy AC = AD és BC = BD
alapjan A-nak és B-nek a C'D élen levé vetiilete egybeesik, méghozza az él O felezGpontjaban. Jeloljiik S-sel az O-ban
C D-re allitott mer6leges sikot, ekkor elég gondolnunk a gdmbdkbdl S altal kimetszett korokre; pontosabban csupan
2-2 korre, hiszen a C' és D koriil irt gombok S-ben metszik egymast, kozos az S-beli koriik.

Egyszertisodik a méasodik kérdés is ugyanebbdl a meglatasbol, illetve elére megadhatéd a valasz: igenis lesz kozos
pontja az A koriil AF sugarral, B koriil BF', valamint D korill DF' sugarral irt gomboknek — a By és By megoldas
mellett egyforman. Abbol latjuk ezt, hogy e 3 Gjabb sugar rendre egyezik 1-1 mar figyelembe vett mérettel. F szerepére
megfelel F-nek S-re valo E* tiikorképe, mert

E*D=EC=5=FD, E*A=FA=12=FA, E*B=EB=10=FB.

(Megfelel persze E*-nak a DAB4y, illetve DAB; sikra valo tiikorképe is, de elég belatni egy ilyen pont létezését.)

1. dbra

Szamitasaink céljara felvagjuk a tetraéder modelljének A-boél induld éleit és az oldallapokat alapéliik koriil belefor-
ditjuk a CDFE alaplap sikjaba, legyen A-nak a CD, DE, EC él koriili beforditottja Acp, Apg, Arc. Igy az oldallapok
valodi nagysagban megszerkeszthetSk: AcpCD s i. t. A lapokat visszaforgatva az Acgp, ... pontok a CD; ... tengely-
re merGleges egyenesek ,folott” jutnak vissza A-ba, ezek metszéspontja tehdt megadja az A-nak az alapsikon levs



A’ vetiiletét. Az 1. 4bran mindezt a B pontra is vazoljuk. Az alapsikon levs vetiilet alatamasztja S-beli gondolt
szerkesztésiinket (2. abra), illetve méreteket szolgéltat hozza.

B,

2. dbra

Ratérve a szamitésra, az S-ben A-t, illetve B-t meghatarozé egyik—egyik kor kozéppontja O, illetve E-nek az f
felez6 merdlegesen levs E’ vetiilete, sugaraik rendre

0o = VCA%2 —CO? = /69,75, re =V EA%2 — EE'?
o= VCB?—CO0? = /11375, 1, = VEB? — EE".

A két kozéppont tavolsaga egyenlé a C'DE haromszog F-b6l induld magassagaval:

CE-D'D 5 5
OF' = E"E = —p —1\/112 —252 = ﬁ\/114,75,
maésrészt hasonlé haromszogekbsl

CD CE? 48
EE'=CO-CE'=—-—=-_- > _-—
co-¢ 2 2.CD 11’

és most mar az E’ koriili korok sugarainak szamértékei:

12
re = —V 105, 13

= 2449.
11

1

Ezt a két sugarat is szemlélteti az 1. dbra az E' Ap, E' Bg szakaszokban, Ag, ill. B végpontjukat az E koriili megfelels
gémbnek az alapsikbeli f6kore metszi ki f-bdl.
Ezek alapjan az AOE’ haromszogbdl a cosinustétel alapjan

2 22
OA' = OA cos AOE < = % — —3,2346,

ebbdl A magassaga az alapsik folott

ma=A"A= /02— 0A? =7,6998,

tovabba hasonldéan a B pontokra
OB’ =5,8018, mp = B'B = £8,9492.

Ezzel tulajdonképpen A és B koordinatait kaptuk abban a rendszerben, amelynek origoja O és elsé tengelye f.
Ezek alapjan, mivel A'B’ = A’O 4+ OB’ = 9,0364,

AB; = \/A'B? + (ma —mp)? = 9,122,
ABy = \/A'B? + (ma +mp)? = 18,943.




Megjegyzések. 1. Tetraédereink magassdgai roévidebben is meghatarozhatok a 6-6 élbsl, de — mint lattuk — sziikség
volt A és B vetiilete helyzetének meghatarozasara is. Ha a tetraéder egy lapjanak oldalai a, b, ¢ és a hozzajuk képest
kitérs élek rendre a1, b1, c1, akkor a V' térfogatra:

144V? = (aa? + b7 + c*c3)(a® + b* + 2 +af + b7 + c}) — 2a%ai(a® +af)—
—2b%03 (V% 4+ b?) — 2c2c3 (S + F) — a?bP? — aPbict — aib e — albict.
Hasonléan az a, b, ¢ oldalakkal biré haromszog t teriiletére
1612 = 2(a®b?® + b2c® + 2a?) — (a* + b* + &)
(az un. Heron—féle teriiletképlet kifejtésébol),igy
. (3V\? 144V
t 16 2

2. Ez a feladat sajnalatos elnézés folytan egyetlen betiiben eltért a szerkesztd bizottsag elgondolasatol, és ezzel
alapvetGen megvaltozott a jellege. Ez mar természetes magyarazatot sejtet ', kiillonos” szereplésére. Elére folhivjuk
megoldoink flgyelmét a majusban kozlends eredeti elgondolésra.

B. T.



