A test lapjainak az a) kovetelményre tekintettel 3 vagy 4 vagy 5 oldaluk van. A d) el6iras szemben fekvd oldalakrol
sz0l a c) szerinti lappal szomszédos lapokon — vagyis legalabb 3 lapon —, ezeken tehat paros, azaz 4 az oldalak szama.
De akkor van tovabbi négyszoglap is, mert siklapokkal hatéarolt testen a paratlan oldalszamu lapok szadma paros — ami
itt mar csak 2 vagy 0 lehet. Valoban, laproél lapra Osszeadva az oldalak szamat, az Osszeg az élek szdmanak 2-szerese,
paros szam, ezért a paratlan 6sszeadandok szidma paros.

Az S; és Sy szimmetriasikok merélegesen allnak egymasra. Igy ugyanis mindegyiknek a masikra valé tiikorképe
onmaga, kiillonben pedig — akar parhuzamosak volnanak, akar hegyes szoget zarnanak be egymassal — S1-nek Ss-re vald
tiikorképe, az ST sik 0j, meg nem engedett szimmetriasik lenne (lasd a megjegyzést). Legyen S és So metszésvonala
t.

Onmagéaba megy at a test akkor is, ha el6bb S;-re, majd So-re tiikrozziik; az eredmény az, mintha elforgatjuk ¢
mint tengely koriil 180°-kal.

Ezek szerint a test egy csicsanak, élének, lapjanak altalaban 3 téle kiilonb6z6 képe van, a tiikrosen rokon elemek
4-esével felelnek meg egymaéasnak. Ha azonban egy cstcs vagy él benne van S;-ben, ha egy él vagy lap meréleges S;-re
(i = 1 vagy 2), akkor ennek az elemnek arra a sikra valo képe maga az illet6 elem, igy csak a maésik sikra valo képe
kiilonbo6z6 téle. Ha pedig a ¢t-n van rajta egy csics, illetve ha a t-re meréleges egy él vagy egy lap sikja, ennek az
elemnek nincs énmagatol kiilonboz6 képe. (El nem lehet ¢-ben a konvexség miatt.)
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1. dbra

Nevezziik az ilyen szimmetrikus egyiitteseket roviden klikkeknek. (A sz6 hétkoznapi jelentéséhez képest némi ha-
sonlosag mutatkozik elemeik Osszetartozasaban és masok kizarasaban.) Esetiinkben tehat a test minden egyes csucsa,
éle, lapja a szimmetria szempontjabol vagy egy 4- vagy egy 2- vagy pedig egy 1-elemii klikkbe tartozik bele. Speciélis
esetek: 2-elemd lapklikk elemeibdl a ,méasik” S; sik szimmetriatengelyt metsz ki; hasonléan a t-re meréleges lapnak két
szimmetriatengelye és szimmetriacentruma van.

Szeleteljiik végig a testet a t-re merdleges M sikokkal, a leirt szimmetridk e metszetekben is megmutatkoznak. (A
tengelyt fliggslegesnek tekintjiik.)

I. Vegyiik elsének azt az esetet, ha M-nek mindjart az ,els6 kontaktusaban” (megindulé helyzetében) egy L; lapot
kapunk M és a test kozos részeként. Ez kéttengelyd idom, tehat négyszog, oldalai mentén csatlakoznak az Lo — Ls
lapok.

1. Ha L; téglalap — vagyis csicsai 4-elemd klikket alkotnak, élei pedig két 2-elemd klikket —, akkor az utébbiak
révén Lo — L5 is két 2-elemt lapklikket alkot, az L; csticsaibol indulé harmadik élek pedig 4-elemii élklikket (1. abra).
(Tovéabbi él nem indulhat L; csticsaibol, mert 1-1 ilyen tovabbi 4 lapot jelentene.) Igy az utolso lap, L klikkje ismét 1-
elemt, ezért merdlegesen all ¢t-re, tehat ez is négyszog és parhuzamosan all L;-gyel. Eszerint Lo — L5 sikjai parhuzamos
élekben metszik Lo és Lg sikjat, az Lo — L5 lapok trapézok, Lg pedig szintén téglalap.

Mindez csak gy egyeztethetd Ossze a méretkovetelményekkel, hogy a c) és e) lapok L1, és Lg, a d)-lapok pedig
szimmetrikus trapézok, szaraik 9 egységnyiek; a test csonkagulaszerd.

Valéban csonkagulat kapunk a 10 : 20 = 4 : 8 egyenlGség alapjan, ha a két téglalap hossza oldalai allnak parhuzamos
parokban, mert ekkor a trapézszarak meghosszabbitdsai t-ben metszik egymést. Az alapokra valo vetiiletiik hossza

J(E) - () -

a parhuzamos lapok tavolsaga v/81 — 45 = 6 egység, a térfogat az ismert képlet szerint 624 térfogategység (2. abra).




2. dbra

Ha a 4 x 8-as kis alapot ugy allitjuk, hogy 4-es oldala a nagy alap 20-as oldalaval legyen parhuzamos, akkor a
péarhuzamos lapok tavolsdga hasonlé szamitassal 4 egység. Két-két szomszédos oldalél paronként metszi egymaést, de
mar harmuknak sincs kozos pontjuk. A 4 x 8-as alap élein atmend (fiiggsleges) sikokkal 9 részre darabolva a testet,
koziilik 1 téglatest lesz, 4 rész gula, egybevagok, alapjuk téglalap (ez is egy klikk), és 4 rész az oldallapjan fekvd 3

oldala hasab (paronként egybevagok, alaplapjaik derékszogd haromszogek). E részek Osszegeként a térfogat 442 2/3
egység, kisebb az el6bbinél (3. abra).
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4. dbra

2. Lényegében ugyanigy kapjuk, hogy a szimmetriakévetelményt az olyan 6 lapu testek is teljesitik, amelyeknek Ly
és Lg lapja rombusz, Lo — L5 lapjai egy klikket alkotnak; az ilyen testeken azonban legfljebb 4 kiilonb6zé élméret
fordulhat el6 (ezek is csonkagulak, 4. dbra).

II. Milyen testek jonnek szoba, ha M els6 kontaktusaban egy e; élt kapunk? Ez 1-elemid klikk, legyen a rajta
dtmend szimmetriasik S7; végpontjai 2-elemi klikket alkotnak, a beldliik indulé 2-2 él, valamint mésik végpontjaik
4-elemtt (5a abra). Negyedik él nem futhat ki e; végpontjaibol, mert az ilyenek Si-ben lennének, az S; két oldalan
3-3 lapu testek jonnének létre csupa haromszoglapokkal. A kettds 3 oldala szabalyos gulat az is kizarja, hogy 3 + 1
szimmetriasikja van (6. a4bra). Tovabbi, 5-éld stb. valfajok elképzelésének is a lapok 6-os szdma szab korlatot.
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6. abra

Nem lehet, hogy az 5a. abra 4 ,befejezetlen” cstcsa egy lapban legyen, vagyis az altaluk meghatarozott téglalap
mindegyik oldala él legyen, mert igy 5 lapunk lenne csak; de az sem, hogy a veliik meghatarozott téglalap egyik oldala
sem él — hanem csupan lapbeli 4tl6 —, mert emigy az eddig megkezdett 4 lapot ismét nem lehetne 2 lappal befejezni.
(Gondolja at az olvaso!) Ha viszont két oldalt tekintiink élnek a téglalapbol, ennek mindkét befejezése lehetséges (a
tovabbi csucsok Ss-ben). Feladatunkban azonban nem felelnek meg, mert négyszoglapbol csak 2 van rajtuk (5b és ¢
abra, M utolsé metszete is él, a 2 eredmény lényegében azonos).

III. Nem felel meg olyan test sem, amilyet abbdl a kiindulasboél kapunk, hogy a metszé sik kiindulé M; helyzetében
csak egy C' csicsot tartalmaz a testbsl — de ez ismét csak az élméreteken mulik. Ismét kettévalik vizsgalatunk az My
Lyutani” metszetek téglalap, ill. rombusz volta szerint — igy C' mindenképpen 4-éli csics.

1. Tekintsiik az els6 olyan téglalap-metszetet, amelyben van tovabbi csiicsa a testnek. Ez 4-elemi klikkbe tartozik,
és ennek a téglalapnak ismét csak 2 szemben levs oldala lehet él. Ezek 2 egyenls szart hdromszoget zarnak le, tovabb
pedig 4 négyszoglap adodik, ebbdl 2 tengelyszimmetrikus trapéz, 2 deltoid (esetleg rombusz). A 10 és 20 élméreteket
a haromszogekre téve, egyikiik megismétlgdik a deltoidok 2 szomszédos oldalan, tehat azokon nem helyezhet6 el két 9
egységnyi élhossz; a négyszoglapok koziil pedig egyiket sem csupa paros oldalszamu lap veszi koriil (7. dbra).



7. dabra

8. dbra

Az M, utani rombusz-metszetek esetében a C-bdl kifuté élek az S;-kben vannak, C-ben 4 elemi lapklikk fut ossze.
Emiatt csak négyszogekrdl lehet szo, az S;-ken kiviili 8 befejezetlen éliikhoz valo csatlakozésra ismét kevés a 2 hatra

levé lap (8. abra).

Minden széba jott testtipust szamba vettiink és kozben a legnagyobb térfogata testet is megadtuk.

Megjegyzések. 1. A szimmetriasikok merdleges allasat elég belatni a ¢-re merdleges sikon kimetszett t1, to és ]
szimmetriatengelyeken. Valéban, tiikrézve egy Py pontot, valamint ¢1-re valé Py képét a to-re, a keletkezd Pz és Poio
képek kiilonbozok és egymasnak is képei a t]-re nézve (9. abra).
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9. dbra



2. A kiilonb6z6 tipust (n. topologiailag kiilonb6z6) konvex 6-lapt testek széama 7, ezek kiilonb6z6 tipust lapjainak,
csucsainak szamat, szimmetriasikjainak, tengelyeinek legfljebb lehetséges szamat az alabbi tablazat mutatja.

Az ebben az értelemben egyméstol kiillonbozé konvex 7-lapok tipusainak szama mar t6bb, mint 30; ott az ilyen
létszamok mar nem is elegendGek a tipusok megkiilonbdztetésére.

Lapok Cstcsok Szimmetria
4 oldala 3 oldala 5 oldala 3 éld 4 éld 5 éld sik forgas-
tengely
6 - - 8 - - 9 13
(kocka)
4 2 - 6 1 - 2 1
2 2 2 8 - - 2 1
2 3 1 6 1 - -
2 4 - 4 2 - - 1
- 5 1 5 1 1
- 6 - 2 3 - 4 4




