I. megoldas. Mivel OA = 1, azért cos MOA< ,hossza” az OA’ szakasz elGjellel vett hosszéat jelenti, ahol A’
az A csucs vetiilete az OM egyenesen, a pozitiv irdnyt O-t6l M felé valasztva. Igy azt kell belatnunk, hogy hasonlo
jelolésekkel

(1) OA"+OB' +0C" = OM.

Megjegyezziik, hogy szabalyos haromszogben M egybeesik O-val — és semmilyen més haromszégben nem —, ott
nincs értelme az allitasnak.
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Célszert az egyenld szart haromszogeket is kiilon elintézni, ilyenekben az OM egyenes maga a szimmetriatengely.
Legyen AB = AC(# BC), a kor C-vel étellenes pontja C*, és a BC oldal felez6pontja Ag; igy B’ és C’ egybeesik
Ap-lal, A’ pedig A-val, tehat mindjart OA’ = OA. Az M AC* B négyszdg paralelogramma — ez az AB # AC esetben
is igaz —, mert 2-2 oldala mer6leges C B-re, illetve C A-ra, ezért — az iranyt most is beleértve —

MA = BC* = 2400 = —20A, = —(OB' + 0C"),
és ezekkel (1) bal oldala igy alakul
OA'+ (OB'+0C")=0A—- MA=0M,

és ezt akartuk megmutatni (1. és 2. abra)
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Az altalanos esetre térve, a 3. és 4. abran ugy valasztottuk a bettizést, hogy teljesiilt az AC = b > ¢ = AB
nagysagviszony, tehat 8 > v is. Legyen A vetiilete BC-re A1, és O vetiilete AA;-re O'. Az MOA latoszoget az OA,
OM egyenesek C B-hez val6 ¢, ¢ hajlasszogeinek kiilonbségeként hatérozzuk meg. Az elsére

180° — COA
§=90° — OAA; < = 90° — (CAA; < — CAO <) = :%Lf<I = 90° — (8 — ).
A mésikra, mindjart a fontebbiek felhasznalasaval és atalakitasokkal, ismert azonosségok alapjan
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sin e = Zor
ahol

O'M=A41A—A0 —-MA=csin8—3400 =2 sin vy sin f— 3 cos o =
(2) =cos(B—7) —cos(B+7)+3cos(B+7).
Ezekkel
OA'=0Acos(d —¢) = OLM(SiIF(B—v) +cos®(B—7) +2 cos (B —7)cos (B+7)) =
1
—O—M(l—i-cosQﬁ—i—cos 27).

Mondjuk ki ehhez mindjart: OA’ ,érzéketlen” a bevezetett 3 > ~ nagysagviszonyra, tehat megfelels betticserékkel
hasonl6 kifejezést irhatunk fel OB’-re és OC'-re.
Ezekkel a bizonyitandé (1) a kovetkezs alakot veszi fol:

(3) 3 4 2(cos 2a + cos 28 + cos 27) = OM? = 0'0? + O’ M?,
Itt a jobb oldal a (2) és O'O = sin (B — v) alapjén, valamint a legutobbi alakitdsokat megismételve

sin?(8 — ) + cos?(B — ) +4 cos (B — ) cos (B +7) + 4 cos®> a =
=14 (2 cos 28+ 2 cos 27) + (2 + 2 cos 2a),

vagyis egyenld (3) bal oldalaval. Ezzel az allltast minden haromszdgre bebizonyitottuk, hacsak M nem azonos O-val.

Megjegyzés. A (3) bal oldalanak alakitasaival az OM tavolsagra az alabbi kifejezéseket is folirhatjuk:

2 3 3 3
<OTM) :4~Zc0s2a—3:9—2sin2a:1—8Hcosa,

3 3
ahol Z a 3 db cos® o ,tipust” tag Osszegének kifrasat roviditi, H pedig a 3 db cos a ,tipust” tényezs szorzatanak
kiirasat; ilyenféle roviditéseket inkabb a fizikdban szokas alkalmazni.

II. megoldas: Helyezziink koordinata—rendszert az dbrankra tgy, hogy az origbja O legyen, és M az x tengely
pozitiv felére essék. Ebben a koordinata-rendszerben az I. megoldasban hasznalt (1) Osszefiiggés azt jelenti, hogy az

—— —
OA, O? , O? vektorok els6 koordinatainak Osszege egyenld OM els6 koordinatajaval. Megmutatjuk, hogy ennél t6bb
is igaz, nevezetesen

(1%) OA + OB +0C = OM.



Helyezziik az O—)A + O? + O? osszeg kezdSpontjat O-ba, és jeloljiik ebben a helyzetben a végpontjat M *-gal. Ekkor
OA + 0B +0C = OM*,

igy (1*) azt jelenti, hogy M* azonos M-mel

E 5. dbra

Legyenek e és f tetszbleges irdnyu, egységnyi nagysagu vektorok, legyen O a kozos kezddpontjuk, a végpontjuk
pedig F és F. Toljuk at f kezd&pontjat E-be, 4 helyzetében a végpontja legyen G. Ekkor (5. abra)

OC=0E+EC=e+f,
hiszen két vektor Osszeadasénak egyik modja az, hogy egymas utan fiizziik 6ket. Ugyanemiatt

ﬁ:(ﬁ—(ﬁ:e—ﬁ

Ha e és f azonosak, ﬁ az an. null-vektor. Ha e és f azonos allastak, de ellentétes irdnytak, akkor O? = 0. Kiilénben
az O, E, G, F pontok paralelogrammét hataroznak meg, és ebben EF L OG, tehat (e+f) meréleges (e—f)-re.
Mondjuk azt a kdnnyebb beszéd kedvéért, hogy két vektor meréleges egymasra, ha allasaik merélegesek, ha egyikiik
hossza sem nulla, vagy pedig valamelyikiik (esetleg mindketts) hossza 0. Igy most mar feltétel nélkiil mondhatjuk, hogy
(e+f) merdleges (e—f)-re. Mivel O—>A, OB egységnyi, OA + OB = Wz —0C = CW meréleges az OA— OB = BA
vektorra. Ugyancsak mergleges

O?—FO?:AM az O?—O?:C@ vektorra, és
O?+Oj:BM az O?—(ﬁ:ﬁ vektorra.

—
Itt BA, C@ , 1@ hossza nem lehet 0, mert egy haromszog oldalvektorai. Ha AM *Q, BM *Q, CM* valamelyike 0, akkor
abban a csticsban van a haromszog magassagpontja, amelyikkel M™* azonos, hiszen ekkor O a szemkozti oldal felezs-
pontja. Kiilonben az AM* és AM, BM™ és BM, CM™ és CM egyenesek azonosak, ami csak ugy lehet, ha M™ azonos
M-mel.

Megjegyzések. 1. Egy sik vektorai kozott kétféleképp szokas szorzéast definidlni; az egyik eredménye szam, azért
ezt ,,skalaris” szorzasnak hivjak, a méasik eredménye vektor, igy ez a ,vektorialis” szorzas. Az a, b vektorok skalaris
szorzata |a|-|b| cos €, ahol € az a, b kozti szog. (Ha a, b valamelyike 0, a szorzat 0.) A definiciobol kiolvashato, hogy ez
a szorzas kommutativ, igy erre is érvényes az (a+b)(a—b)=a?-b? osszefiiggés. Ebbdl is l4tszik, hogy egységvektorok
Osszege és kiilonbsége merdleges egymasra.

2. Ismeretes, hogy

o‘é:%(oﬁuﬁﬁoﬁ),

—
ahol S a haromszog stlypontja. Ezt (1*)-gal Osszevetve kapjuk, hogy OM = 30?, vagyis S az OM szakasz O-
hoz kozelebbi harmadolépontja. Feladatunk II. megoldasa erre az (Eulertdl szarmazo) allitasra szokasos bizonyitéasok
egyikének adaptaléasa.



