Ismert, hogy a haromszog ¢ teriiletére, beirt és hozzairt koreinek o, 04, 0p és o, sugaraira, valamint s félkeriiletére
érvényesek a kovetkezs Osszefiiggések:

t=0-5=04(s—a)=0p(s—b) = (s —c).

Feladatunkban — mivel nyilvan a beirt kor a legkisebb és barmelyik két sugar hossza kiilénboz6 — foltehetjiik, hogy
az oldalak nagysagviszonya: a < b < c. Ezért
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ahol ¢ a mértani sorozat hanyadosa (¢ > 1).
Ezek szerint
S s—b
(1) q= o _ &, azaz = ,
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s(s—c)=(s—0b)(s—a),
(a+b+c)a+b—c)=(c+a—0b)(c—(a—b)),
(a+b)? - =c—(a—b)>
@+ b =2
tehéat Pitagorasz tételének megforditasa szerint a haromszog csak derékszogi lehet — ha egyaltalan létezik — mas szoval
legnagyobbik szoge csak v = 90° lehet.

Mivel azonban ennek megallapitdsaban (1)-ben csak két aranyt hasznaltunk fel, azt még nem tudjuk, van-e olyan

derékszogl haromszog, amelyben a
%
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kovetelmeény is teljesiil. Ennek tisztézasara a verseny ideje nem lett volna elegendd (lasd az alabbi 3. megjegyzést).

Megjegyzések. 1. Néhanyan még ismerik az itt kovetkezs képleteket, amelyek alapjan numerikus példaban ,kényel-
mesebben” (azaz logaritmustéblazattal) szamithatok a szogek az oldalakbol, mint a ,nehézkes” cosinustétellel:
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kozben persze s valtozatlan marad.)
Az elsé képlet alapjan kozvetleniil

tg) = [2 0 _ ¢ _
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= 45° v = 90°. Itt a haromszog létezése biztos, mert a képletek csak nemlétez6 haromszogek esetére adnak
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rtelmetlen eredményt.

2. Az emlitett képletek — és tobb hasonld is — a matematikinak — pontosabban a szamitasok végrehajtésa tech-
nikdjanak — abbol a korszakabol valok, amikor a végrehajtas legfejlettebb eszkoze a logaritmustablazat volt. Arra a
korszakra kovetkeztek — csak nagy ugrasokban nézve — a fogaskerekekkel miikods asztali szamologépek, el6bb kézi,
majd motoros miikddtetéssel, ma pedig az elektronikus kalkulatorok. (A logarlécet kihagytuk, ez amazok mellett csak
gyors becslésekre valo.) — A képletek persze ma is érvényesek. — Szerepel azonban a tgxz/2 pl. bizonyos integralok
transzformalasaban is; de felsorolni sem lehet az ilyenféle, az elméletben is jol felhasznélhat6 apré fogésokat.

3. A oy : 0o = q kOvetelményt is teljesité derékszogl haromszog nagyobbik hegyes szoge felének tangensére har-
madfoku egyenletet kapunk. A féntebbihez hasonléan
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(vagyis a félszogek tangensei is mértani sorozatot alkotnak, 3 elemmel, ugyanazzal a hanyadossal). Ezek alapjan
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¢ —¢ -q-1=0.

(Ez a ,szép” egyenlet szamos més, egyszertien megfogalmazhatd probléma megoldasaban is fel-felbukkan.) Kozelits
megoldésa:
q = 1,83929, a = 32°56'6", B =57°3'54".

II. megoldas. Az el6z6 megoldés jelolésein tul legyenek a haromszog cstcsai A, B, C, a beirt kor kozéppontja
O, a hozzairt koroké rendre O, Oy, O, ugy, hogy az O, kozéppontu kor az AB, AC oldalak meghosszabbitasait
érinti, valamint a BC' oldalt kiviilr6l, és igy tovabb. Igy az OO, egyenes a BAC szoget felezi, az 0,0, pedig az
A-nal levé kiils6 szogeket, tehdt merdleges OA-ra. O az O,0,0,. haromszogre nézve magassagpont, és belsé pontja a
haromszognek, tehat ez a haromszog hegyesszogd.

Jeloljiik a korok érintési pontjat az AB egyenesen rendre E, E,, Ey, E.-vel. Igy az AOE és AO,E,, valamint az
AOyEy és AO.E. hasonl6 derékszogi haromszog-parokbol
AOs  EiOu 0o _ 0 _ EO:. AO.
A0 ~ EO o 1T 9 T EBO, 40,

(A ¢-t6l jobbra lathato elemek logikai sorrendje jobbrol balfelé olvasva ugyanaz, mint a tobbieké balrél ¢-ig.) Végezaiink

kis cserét a sor két végén 4ll6 ardnyokban:
AO, AO

A0, A0y’
eszerint az AO,O. és AOQ,, derékszogi haromszogek befogoinak aranya egyenls. Ezért ez a két haromszog hasonlo.
Egy-egy megfelels szogiikre és az utobbinak a cstcsszogére

A0,0.<4(= 00,B<) = A0O,< = 0,0B4,



ez pedig azt jelenti, hogy a B-nél derékszogi OO, B haromszog hegyesszogei egyenlék, tehat mindegyik 45°.
Masfelsl az OO, szakasz f616tti Thalész-kor atmegy B-n és C-n, és ezek OO,-nak atellenes oldalan vannak, ezért

ACB<«
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= O0CB< = 00,B«< = 45°,

tehat ACB< = 90°, akkor pedig ez az ABC haromszog legnagyobb szoge. Ezzel megkaptuk a valaszt a feladat
kérdésére.



