I. megoldas. Valasszuk dgy a koordinata-rendszert, hogy origdja a nyolcszdg centruma legyen és tengelyei annak
atloi legyenek. Jeloljik az x, y tengelyek pozitiv felén levs csicsokat X-szel, Y-nal, az origot O-val, és valasszuk az
OX szakasz hosszét egységnek (1. dbra). Irjuk fel el6szor az X-bol az 1. negyedbe induld nyolcszogoldal egyenletét.
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Az X-szel szomszédos csucs koordinatai (cos45°; sin45°), igy az oldal egyenesének az egyenlete

V2
y=—=—(z—1),
V2 -2
amibdl atrendezéssel a
(2) V2r+ (z+y)=v2+1

egyenletet kapjuk. Az ugyancsak az I. negyedben levs, de Y-bol induld oldal egyenesének az egyenletét ebbdl x és y
felcserélésével kapjuk, hiszen ez a két egyenes az y = x egyenletl egyenesre nézve szimmetrikusan helyezkedik el. A
mondott egyenlet tehat

(3) V2y+ (z+y) = V2 +1.

Egy egyenletbe foglalhatjuk a két esetet, ha észrevessziik, hogy nekiink akkor van sziikségiink (2)-re, amikor z > y, és
(3)-ra, amikor y > z. Igy a

(4) V2max (z, y) + (z+y) = V2 + 1

egyenletet kapjuk, ahol max (z, y) az x, y szamok nagyobbikat jeloli. Ez tehat a (cos45°, sin45°) pontbol induld,
az X, illetve Y ponton atmené félegyenesek egyesitésének az egyenlete. Nekiink azonban ennek csak az I. negyedbe
es6 darabja kell, a tobbi negyedben a megfelel6 tengelyekre vonatkozo tiikdrképekre van sziikségiink. Egy csapéasra
mindkét kovetelménynek eleget tesziink, ha x és y helyére azok abszolat értékét irjuk:

(5) V2max ([z], [y]) + (|| + |y]) = V2 + 1.
Ez mér a nyolcszog egyenlete, de még nem (1) alakt. Vegyiik még észre, hogy benne
2max(|z], y]) = |z +y| + [z —yl,

hiszen akarmilyen elGjeld szamokroél van is sz6, az Osszegiik és kiilonbségiik abszolut értéke koziil az egyik mindig az
abszolut értékek Osszegével, a masik a nagyobbik és a kisebbik abszolut érték kiilonbségével egyenls:

[z +yl+ |z =yl = (Je] + |y[) + max(|z], [y]) — min(|z], [y])-
A kapott (5) egyenlet tehat ekvivalens az
|z +y| + |z — y| + [V2z| + [V2y| =2+ V2

egyenlettel, amib6l 10/ (2 4+ v/2)-vel valo szorzéssal a keresett (1) alatti alakot kapjuk. Ekkor tehat n = 4.
I1. megoldas.
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2. abra

Tetsz6leges a, b, ¢ mellett az
F(z,y)=azx+by+c
kétvaltozos fiiggvény értéke az
ar+by+c=0

egyenletd e egyenes pontjaiban 0-val, az
ar+by+c=d

egyenletii egyenes pontjaiban d-vel egyenls. Az F(x, y) fliggvény értéke tehat az e-vel parhuzamos egyeneseken allando,
vagyis F(z, y) értéke egy tetsz6leges P(x; y) pontban csak attol fiigg, hogy P az e-nek melyik oldaldn van, és mennyi
P és e tavolsaga. Az origon dtmend, e-re merdleges egyenes egyenlete

bxr —ay =0,

az ezen levé Q(a; b) pontban F(a, b) = a® + b + ¢, tehat F(a, b) — F(0, 0) = a® + b* (2. 4bra). Mivel Q az origotol
Vv a? + b? tavolsagra van, ez azt jelenti, hogy F abszolut értéke P és e tavolsaganak /a2 + b2-szerese. Ezzel belattuk,
hogy a P(z, y) tavolsaga az a;x + b;y + ¢; = 0 egyenlett e; egyenestdl, amit d;(P)-vel jeloliink

ez + by + ¢4

A tovabbiakban feltessziik, hogy \/a? + b? értéke i-t6l fiiggetleniil allando, és jeloljiik 10/d-vel. Ezzel a megszoritassal
a feladatot a kovetkezs alakba irhatjuk at:

Keressiink a sikon n egyenest és egy d tavolsagot Ggy, hogy azon P pontok mértani helye a sikban, melyekre az
egyenesektsl mért tavolsdgosszeg éppen d, azaz melyekre

di(P)

egy szabalyos nyolcszog pontjai.
a) Ha az ey és es parhuzamos egyenesek tavolsaga t12, akkor a sik tetsz6leges P pontjara

di(P) + d2(P) > ti,

és egyenl6ség akkor és csak akkor all, ha a P pont a két egyenes valamelyikén, vagy a két egyenes kozott helyezkedik
el. Igy ha e és eq; e3 és eq; e5 és eg, valamint e; és eg egyenesek (paronként) parhuzamosak, tavolsaguk pedig rendre

t12, t34, ts6 €s t7s, akkor
8

Zdi(P) 2 t12 + 134 + ts6 + t7s,

i=1
és egyenlGség csak akkor all, ha a P pont mind a négy parhuzamos egyenespar kozott (a hatarokat is beleértve)
helyezkedik el. Ez azt jelenti, hogy ha e és es; e3 és e4 sth. egy szabalyos nyolcszog szemben levs oldalegyenesei, akkor

t12 = t34 = t56 = 78, €5 &
8

> di(P) =4ty =d

=1



Osszefiiggés csak a nyolcszog belss- és hatarpontjaira teljesiil. Példaul ha a nyolcszog oldalegyenesei a 3. abran lathatd
egyenesek, akkor
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feltételeknek eleget tevs (z, y) szamparok a nyolcszog belsd és hatarpontjait adjak.

3. dbra

/e

b) Ha az ey és e egyenesek az O pontban metszik egymaést, akkor azon P pontok mértani helye, melyekre d (P) +
da(P) =t (adott szakasz), egy téglalap (4. abra), melynek oldalai parhuzamosak a két egyenes szogfelezGivel. Ez az
allitas azonnal kovetkezik abbol az ismert tételbdl, hogy egyenls szaru haromszog alapjan levé tetszoleges pontnak a
szaraktol meért tavolsagainak Gsszege allando (5. dbra).

€2 4. dbra

8
Zdi(P) > tiz + t34 +ts6 + t7s,

i=1




Ennek alapjan ha e, es, e3 és eq egymasbol pozitiv iranyt 45°-os elforgatéssal kaphat6, akkor azon P pontok,
amelyekre

(6) Z d;(P)=d

teljesiil, és az ey és es egyenesek kozti kisebbik szogtartomanyban vannak (6. abra), két, egymassal szimmetrikus
helyzeti, az f szogfelezére merdleges szakaszon helyezkednek el, hiszen f az e; és ey szogfelezGje is. Igy a (6) feltételt
kielégité pontok szabalyos nyolcszog hatarpontjait alkotjak. A mondottak alapjan a

V22| + |V2y| + &+ y| + |z —y| = 10

feltételt egy szabalyos nyolcszog hatarpontjai elégitik ki.

6. dbra

7. dbra

Hasonl6 meggondolas mutatja, hogy példaul egy ¢ oldalu négyzet oldalegyeneseitél mért d = (2 + \/5)15 tavol-
sagosszegl pontok is szabalyos nyolcszog hatarpontjait hatarozzék meg (7. abra), ami az o = (2 — \/5) jeloléssel
az

N | Ot

e +a|+|z—al+|ly+a|l+|z—a =10
feltételt adja. Ezeken kiviil a feladatnak sok més megoldéasa lehetséges.
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