I. megoldas. Jeloljikk a BC, DA egyenesek metszéspontjat FE-vel, AB, C'D metszéspontjat F-fel, és tegyiik fel,
hogy F az AB, F az AD egyenes C-vel ellentétes oldalan jon létre. Ez utobbi feltevésnek nincs jelent&sége, hiszen a
feladat allitasaban a négyszog csicsai egyenrangu szerepet jatszanak.

Legyen tovabba
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Ha a C'DFE haromszog teriiletét T-vel jeloljiik, akkor
2t=[1—-(1-b)(1-a)]|T,

és az AD P4 haromszog teriilete
t=[1-(1—d)]\T,

EP,
ahol \y = E—g E két Osszefiiggés alapjan Ay értéke
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Hasonléan kapjuk a Ay = =D’ AL = o hanyadosok értékét:
/\sz—i—d—bd, /\1:a+c—ac'
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Azt fogjuk megmutatni, hogy P; rajta van a P, P, egyenesen; azt, hogy Ps is rajta van ezen, hasonléan lathatnank
be. Mivel P, a C'D szakaszt (1 — A1):(A\1 + ¢ — 1) aranyban osztja,
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Ismeretes, hogy P; akkor és csakis akkor van rajta a P> Py egyenesen, ha itt az egyiitthatok osszege 1. Eszerint azt kell

megmutatnunk, hogy
(1 — )\1)()\4 — )\2) + C)\g(l - )\4) =0.

Behelyettesitve a \; aranyok értékét, a lehetséges egyszertisitések utan ebbdl az

Ty 1y,
a c d b))
Osszefiiggést kapjuk.

Jeloljiik az EFC haromszog teriiletét 7-val. Akkor F'BC teriilete b7, FAC teriilete pedig (1 — a)br. Mivel FAC
és EFC egy oldala kozos, és a megfelel§ magassagok aranya d : 1, ebbdl kapjuk, hogy

Hasonléan kapjuk, hogy




és ezeket a bizonyitandé Osszefiiggésbe helyettesitve valéban azonossagot kapunk.

II. megoldas. Probat téve a nem kizart négyszogek legszabalyosabbikaval, a deltoiddal, az allitas szerinti egye-
nesként az idom tengelye adodik, két-két P pont egybeesik a tengely végpontjaival. Ezt talaljuk a ferdén szimmetrikus
négyszognél is, ti. amelyben az egyik atlo felezi a mésikat. Azt sejtjiikk tovabbi vazlatokbol is, hogy a kérdéses egyenes
felezi az atlokat (és még a szemben fekvs oldalegyenes-parok metszéspontjai kozti szakaszt is). Megforditva azt fogjuk
bizonyitani, hogy a P; pontokat (i = 1,2, 3,4) az atlok felez6pontjaival meghatarozott egyenes metszi ki az oldalegyene-
sekbdl. Ez az egyenes egyértelmtien meg van hatarozva, hiszen a kiindulas kizarta a vizsgalatbol a paralelogrammakat.
Meég trapézokra sem vonatkozik az allitas, igy mindegyik P egyértelmi létezése is biztos, hiszen ha pl. az AB és CD
egyenesek metszéspontja M, és egy P pont az MC félegyenesen fut, ekbzben az ABP haromszog teriilete minden
pozitiv értéket folvesz.

A bizonyitést lényegében csak Pj-re végezziik el, és a szemléletesség érdekében ehhez igazitjuk a csicsok betiizését.
Legyen az atlok metszéspontja O, ez egyik atlot se felezze (hiszen méar lattuk azt az esetet, ha az egyiket felezi), az
atlok nagyobbik darabjanak végpontja A, ill. D, igy a sejtésiink szerinti egyenes AB-n és DC-n &t 1ép ki a négyszogbdl,
az utobbirél mutatjuk meg, hogy ez a P;.
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A sejtésiinktdl fiiggetleniil abbol az észrevételbdl kaphatjuk meg Pj-et, hogy a BE D torottvonal két egyenld tertileti
részre vagja a négyszoget: meghizzuk E-n at a parhuzamost BD-vel AD-nek @) pontjaig (A és D kozott), innen pedig
AB-vel haladunk parhuzamosan a C'D-vel valé metszéspontig. Ekkor ugyanis a teriiletekre

(1) ABP, =ABQ = BDA — BDQ = BDA — BDE = ABED = AEB + AED =
ACB ACD 1
=~ + 5 =3ABCD =1.

Ennek megforditasat jarjuk végig a bizonyitasban: EF és CD koz6s P* pontjabol visszafelé szerkesztjiik Q*-ot:
Q" P* || AB, és belatjuk, hogy Q*F || BD. Ennek soran P* és Q helyzetét el6bb szakaszok aranyaval jellemezziik, majd
ezekbdl Attériink alkalmas haromszogek teriileteinek ardnyara. Legyen még A-nak F-re valé tiikdrképe A’, tovabba
messe a C-n atmend, AB-vel parhuzamos egyenes AD-t G-ben. Igy ABA'D paralelogramma és CA' = 2 - EF,
parhuzamosak is; e két szakasszal szorozzuk alabb a nevezét, ill. a szamlalét. Szerkesztéseink szerint egyrészt

Q*D P*D 2-P*D-EF 2-DFE DBE
GD CD CD-CA" = DAC =~ DAG

(P*D ¢és CD nem magassagok e haromszoégekben az EF, ill. CA’ alaphoz képest, de aranyosak a megfelels ma-
gassagokkal, mert egyenls szoggel hajlanak azokhoz. Ezzel hasznéltuk ki, hogy P* az EF egyenesen van.) Masrészt
hasonléan

DG DA'G DAG
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végiil e kett6t Osszeszorozva GD kiesik:
DQ* DBQ* DBE
DA  DBA DBA’




Ez pedig azt jelenti, hogy Q* és E valoéban egyenl$ tavolsagra vannak D B-t6l.

Megkaphattuk volna Pi-et F-bdl kiindulva is, F-b6l AC-vel parhuzamosan haladunk BC-nek Q** pontjaig és
onnan ismét AB-vel parhuzamosan. Abrankon Q** a BC oldal meghosszabbitasan van — hiszen Q*Q** a P*-nal kilép
a négyszoghol. A tovabbi P; pontok (i = 2, 3,4) eseteinek elSkészitéséiil folirjuk (1) modosulasat ebben a véltozatban:

ABP* = ABQ** = ACB + ACQ** = ACB + ACF = ABCF =
= BFA+ BFC = (BDA+ BDC)/2 = ABCD/2 = t.

A hasonl6 meggondolasok nem a P; helyzete szerint alakulnak az els6 vagy az Gjabb mintara, hanem a Q-tipusu
segédpont helyzete szerint. Ahogyan a P; pontok koziil csak kett§ lehet magén a négyszog keriiletén, ugyanigy a
segédpontok koziil is, akar az E-n d4tmend, B D-vel parhuzamos egyenes révén szerkesztjiik 6ket, akir az F-en atmeng,
AC-vel parhuzamos révén.



