I. megoldas. ElGszor olyan P pontok esetére igazoljuk az allitast, amelyek az Ay Ay A3 haromszog Fy Fy Fs kdzép-
haromszogének belsejében vannak (F; felezi az AsAs oldalt s i. t.). Ekkor P rajta van mindegyik B;C; szakaszon,
és mint konnyen beldthatéd, benne van mind a C1C3C5, mind a D1 D2 D3 haromszogben, ezek teriileteit a PC;, PD;
szakaszok gy osztjak részekre, hogy a 3-3 rész teriiletének Osszege az illet6 haromszog tc, tp teriiletét adja.

Az

1. dbra

A haromszog t teriiletének 2t = absin~y tipusi képletét hasznalva, tipusu kifejezéseket fejeziink ki 2—-2 szakasz

szorzataval, és forditva, az atalakitds sordn kapott szorzatokat ilyen kifejezésekre értelmeziink at. Mindegyik indexre
C; értelmezése alapjan

= PC; + PA; — (Bip-f— PC;)=PA; — B;P,
ennélfogva 1/sin C1 PCa<t = k roviditéssel, majd felhasznélva, hogy tpa, 4, = tpa, B, + tpBsa, irhatjuk:

8tpc,c.,
sin C; PCay<
=k-2tpa,p, +k-2tppya, — k- 2tpa,B, —k-2tpp,a, +k-2tpp, B,,

= 2PC, - 2PCy = (PA, — By P)(PAy — ByP) =

azaz 4tpc,c,-t 4gy kapjuk, hogy tpp, B,-hoz hozzavessziik a 2. abra szerint +, ill. — jellel jelolt teriileteket.

A;

2. abra

egyenldség Osszegében a 6-6 db + és — jeld tag Osszege egyarant az eredeti haromszog teriilete. Igy tovabbalakitassal

dtc,cocs =tB1B.B; = 4Dy DoDys



hiszen a masik vizsgalando haromszog, D1 Ds D3 a By BaBs-bol P centrumt, 1/2 ardnyu kicsinyitéssel adodik. Ezzel az
allitast P emlitett felvételének esetére bebizonyitottuk. Hasonldéan bizonyithatunk P mas figyelembe veendd helyzetei
mellett is.

II. megoldas. A D;DyD3 haromszoget a P centrumboél kétszeresére nagyitva, a By Bs Bs haromszoget kapjuk.
Jeloljiik az A; As A3z haromszog stlypontjat S-sel, a C; pontnak S-re vonatkoz6 (—2) aranyt centralis hasonlosagbol
szarmazé képét E;-vel (i = 1, 2, 3). A feladat allitasa nyilvanvaldéan ekvivalens azzal, hogy a B1BeBs és E1EsFE3
haromszogek teriilete egyenld, ezt fogjuk igazolni.

Mivel C; rajta van az FyF3 kozépvonalon, és ezt a mondott hasonlosig Az As-ba viszi, E; rajta van az Az As
oldalon. Ezen tulmenGen

A3E1 = 2F301 = AQBl
is igaz, és hasonldan kapjuk, hogy Fo az A; A3 oldalnak az a pontja, melyre A; Es = A3Bo, F3 pedig az As A oldalon
van, és AsEs = A1 Bs. Mivel az A1 Az As, B1A2Bs héromszogek egyik szoge kozos, teriileteik ardnya megegyezik
kozos szogiikre tdmaszkodo oldalaik szorzatainak aranyaval. A By A3B1, BsAjBs haromszogek teriiletét hasonldoan
atalakitva, és altalaban az XY Z haromszog teriiletét T'xy z-vel jelolve kapjuk, hogy

TB,ByBs 1 B1Ay - AyBs  ByAs- A3By  BsAi - A1By _
T, 4545 A1As - Ag Az AsAs - AsAy AzA; - A1 Ay
1= (= Ag) = Aa(T— A1) — As(1 — Aa),

ahol
Bl A2 B2A3 BSAI

“EhA T ma T ha
Mivel AsFEy = AsBy, A1Ey = A3Bs, AsFEs = Aj Bs, ugyanazt kapjuk az Fy Es F3 haromszogre is:

At

Tp BBy ] E1Ay- AsBs  FEAsz- A3Ey E3Ay - A1E»

Taana,  A1As-AsAs  AgAs- AsA; AsAy-AjAy
=1—(1=A)A2— (1 = A2)As — (1 — A3)Aq.

Ezzel bebizonyitottuk a By B2 Bs és F1 FEo FE3 haromszogek teriiletének egyenléségét.

Megjegyzések. 1. Az Ak = AaB1, A1 Es = A3 By, Ao E3 = Aj Bs Osszefiiggések azt jelentik, hogy F; a B;-nek az F;-
re vonatkoz6 tiikkorképe (i = 1,2,3). Mint megoldasunk masodik felében belattuk, ebbdl kovetkezik, hogy tetszSleges
B, By, Bs pontok esetén egyenl§ a B;BsBs, FyFyFE3 haromszogek teriilete. Ez az allitds megtalalhato példaként
Reiman Istvdn: Vektorok a geometridban cimii Ko6zépiskolai Szakkori Flizetben (Tankonyvkiado, Budapest, 1971) a
94. oldalon.

2. Nem hasznaltuk ki lényegesen P-nek az A; A2 A3z hédromszoghtz képest elfoglalt helyzetét, ezért az allités a sik
barmely P pontjabol kifejlesztett alakzatra érvényes.

3. Altalanosabban is igaz az allitas: Legyen B; az Aj Ay As haromszog A;-vel szemkozti oldalanak belsd pontja, az
A; B; szakaszok felez6pontja C;. Ekkor

1
T010203 = _TBlBgB37
4

azaz nem sziikséges, hogy az A; B; szakaszok egy ponton menjenek at.
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3. dbra
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