I. megoldas. Legyen a gula alaplapja az ABCD négyszog, csucspontja E. Igy olyan sik létezését kell megmutat-
nunk, amely parhuzamos egyenesekben metszi egyrészt az ABE, CDE oldallappart, masrészt az ADE, BCE lappért.
Egy S sik akkor és csak akkor metsz parhuzamos egyenesekben két (egymast F-ben metszd) sikot, ha parhuzamos
azok metszésvonalaval.
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Legyen az ABFE és CDE sikok metszésvonala e, a BCE és az ADE sikoké, f , az e és f altal kifeszitett sik legyen
So (1. dbra). Az e metszésvonal d&tmegy az alapsiknak azon az M pontjan, ahol az AB, C'D alapélek egyenesei metszik
egymast. Mivel az alapnégyszog konvex, M kiviil van rajta, és ugyanigy az AD, BC' egyenesek metszéspontja is, az
az N, ahol f metszi az alapsikot. Eszerint az alapidom és vele az egész gula is Sp-nak egyik félterében van. (Ha M, ill.
N nem létezik, mert AB || CD, ill. AD || BC, akkor e, ill. f parhuzamos az alapsikkal.) Sp-nak csak egy kozos pontja
van a gulaval, E; igy Sp-t parhuzamosan eltolva az alap felé, a keletkez$ S az AFE, BE, CE, DFE oldaléleket rendre
olyan A’, B', C', D' pontokban metszi, hogy A'B’ || e || C'D' és A'D’ || f || B'C’, tehat A'B’'C'D’ paralelogramma.
Addig tolhatjuk S-et, mig eléri az alapnégyszognek Sy-hoz legkozelebbi csicsét.
(R. Zs.)

Megjegyzések. 1. A fenti bizonyitasban a paralelogrammanak azt a (definialé) tulajdonsagat hasznaltuk fel, hogy
mindkét par szemben fekvs oldala parhuzamos. Ha viszont erre az (ugyancsak definialo) tulajdonsigra kivanunk
tamaszkodni: valamelyik szemben levs oldalpar parhuzamos és egyenl hosszi, akkor elegends meghataroznunk a fenti
e és f metszésvonalak egyikét, mondjuk e-t. Vegyilink ezutan egy-egy, e-vel parhuzamos szakaszt az ABE és CDFE
haromszogben: A*B*-ot, ill. C* D*-ot. Ha C* D* = A*B*, akkor készen is vagyunk, az A* B*C* sik paralelogrammaban
metszi a gulat. Az ellentétes esetben vehetjiik a jelolést ugy, hogy C*D* > A*B*, és vegyilik C* D* helyett azt a vele
parhuzamos C’ D’ szakaszt, amely egyenlé A* B*-gal. Ez szintén benne van a CDE lapban és az A*B*C’ sik megfelel
az allitasnak (2. abra).

2. abra

Mindjart itt célszerd kimondani Osszehasonlitdsul: a II. megoldas erre tamaszkodik: a paralelogramma centralisan
szimmetrikus négyszog.

2. Ha a megoldasbeli M és N pontok egyike sem jon létre (e, ill. f konnyt kijelolése céljara), akkor az alapidom mar
eleve paralelogramma és minden olyan sik megfelel, amely vele parhuzamos és nala kozelebb van E-hez ugyanebben a
féltérben, (mas sik pedig nem felel meg).

3. Megoldasaink kissé szerkesztés jellegtiek, az eltérés csak az, hogy végtelen sok megoldasuk van.



3. dbra

II. megoldas. Az elgbbi jeldlések mellett tegyiik fel, hogy taldltunk egy S sikot, amely a gula palastjat az A’ B'C’ D’
paralelogramméban metszi (3. abra). Legyen az ABC D négyszog atloinak metszéspontja O. Az A'B'C’'D’ paralelog-
ramma, atloinak O’ metszéspontja rajta van az EAC és EBD sikok metszésvonalanak a gtlaba es6 szakaszan, vagyis
OE-n. A paralelogramma centralisan szimmetrikus O'-re, igy az AE élt O'-re tiikrozve; a tiikorkép C’-ben metszi
CE-t, a BE élt O'-re tiikrozve, a tiikorkép D’-ben metszi DE-t, végiil C’ és D’-nek O'-ra vonatkozé tiikdrképe éppen
A’ illetve B'. (Az abran E tiikorképe 0'-re F.)

Mivel ABCD konvexsége miatt OF a gila belsejében halad, megvéilaszthaté OE-n egy O’ pont tgy, hogy a
fenti tiikrozéseket elvégezve, A’, B’, C’, D' pontok a gila oldalszakaszaira essenek. Koénnyt belatni, hogy ez az eset
kovetkezik be, ha O'E < O'O. A fenti meggondolas alapjan nyilvanvalo, hogy A’B’C’D’ paralelogramma, vagyis
A'B'C'D’ sikja a gula palastjat éppen az A'B'C’' D’ paralelogramméaban metszi.



