I. megoldas. A Gausstol szérmazo
(a® 4+ b%)(* + d?) = (ac + bd)® + (ad — be)?
azonossagot elészor az a = n, c=n+ 1, b = d = 1 valasztassal felirva
(1) (n® +1) ((n+1)2+1):(n2+n+1)2+1,
masodszor az a =n, c=n — 1, b = d = 1 valasztassal felirva;

2) (n? +1) ((n—1)2+1):(n2—n+1)2+1.

Tegyiik fel, hogy valamilyen k-ra mar talaltunk olyan n-et, amire n? + 1 oszthaté 5%-nal. (Példaul k = 1-re n = 2
vagy n = 3; k = 2-re n = 7 megfelel.) Az n? + 1 = (n — 2)(n + 2) + 5 feliras alapjan ez az n szam 5-tel osztva csak
2 vagy 3 maradékot adhat. Ha a 2 maradék, akkor (n+ 1) + 1 oszthat6 5-tel, ha 3 a maradék, akkor (n — 1)* + 1
oszthato 5-tel. Igy vagy (1) vagy (2) bal oldala — és ezzel egyiitt jobb oldala is — oszthato 5*F1-nel. Tehat (k + 1)-hez
is talaltunk megfelels szadmot, amivel a feladat allitasat igazoltuk.

II. megoldas (vizlat). Belatjuk, hogy ha 5° osztoja (n? + 1)-nek, akkor (n°)” + 1 oszthaté 5¥'-nel. Ebbél az I.
megoldasban leirtakhoz hasonléan mar kovetkezik a feladat allitasa. Legyen tehat n® + 1 = M - 5% (M egész), akkor

(3) ()’ +1=02)" +1=(M-5~1)" +1=
5k+1(M5'54k_1 —M4'53k+2M3'52k—2M2'5k+M).

A zarojelben k > 1 miatt egész szam 4ll, ami pontosan a mondott oszthatosagot jelenti.

Megjegyzés. A 11. megoldésban igazolt allitds 5 helyett tetszéleges p paratlan primszdmmal elmondhat6. Ezt a
Skljarszkij—Csencov—Jaglom: Valogatott feladatok és tételek L. kdtetének 246. példajaval Gsszevetve kapjuk a kovetkezs
allitast:

Minden 4t + 1 alakt p primszamhoz és minden k természetes szamhoz van olyan n természetes szam, amire (n?+1)
oszthato p-nek k-adik hatvanyaval. Igazolhato tovabba az is, hogy ha p 4t + 3 alaku primszam, akkor (n? 4 1) sohasem
lehet oszthat6 p-vel (és igy p*-nal sem).



