Csak konvex gulakat vizsgalunk. Attekintésiinkben minden lehetséges modon Osszeallitunk 4 megengedett lapot
a gula paléstkiteritése céljara, és minden talalt esetet ellenériziink, ad-e valéban 4-oldala gulat. Ugyanis a kiterités
felvagéasi” éleit Osszeragasztva a kapott 4—éld testszoglet nem merev ellentétben a 3-éld testszoglettel —, és kérdéses,
mozgathato e gy, hogy az ,oldalélek” 4 végpontja egy sikba essék, illetve hogy ekkor valodi négyszog keletkezik-e.
— A szabéalyos haromszoglapokat roviden S-sel, a derékszogi, egyenld szart haromszoglapokat R-rel jeloljik, a gila
4-¢lii cstcsat O-val, ennek vetiiletét az ABCD alapsikon O'-vel, az O’'O magassigot m-mel. Hosszegységnek S éleit
vélasztjuk.

a) Ha mind a 4 oldallapot S-nek vessziik, nyilvan megfelel a szabalyos négy oldala guila. De azt is be kell latnunk,
hogy mas lehetség ekkor nincs. Mind a négy oldalél 1, tehat A, B, G, D az O koriili, 1 sugara gémbnek és az
alapsiknak a metszésvonalan vannak. Ez kor, tehat az alapidom htrnégyszog. Es mivel mindegyik alapél hossza is 1,
az alap csak a szabalyos négyszog lehet. — (Alabb még néhanyszor kapunk hasonléan hirnégyszoget, azt mar indokolas
nélkiil csak kimondjuk; mas ismétl6dé elemeket is csak el&szor részleteziink.) — Tovabb az R-lapok szamat 1-esével
noveljiik.

b) Ha 1 oldallap R — legyen ez a DOA lap —, akkor a kiterités 3 db S-bdl allo, osszefiiggs ,,blokk™jan OA = OD,
tehat R csak két egyenls oldalaval, a két befogojaval illeszkedhet kozéjiik, DOA< = 90°. Az alap — ha létezik — csak
hturnégyszog lehet, benne AD = V2, a tdbbi oldal 1, és a koré irt kér O'A = r sugara kisebb, mint 1. Ugyanis 1
sugari korben folmérve az 1, 1, 1, v/2 harokat, csak 3 - 60° 4 90° ivet vagnank le, nem zar6dnék a négyszog. Konnyi
uténaszamitani, hogy az alapnégyszog valoéban igy jon létre. igy az 00° = v/1 — 72 magassag pozitiv, a gila létrejon
(1. abra, palést és vetiilet az alapon, az AD, BC élek kozos felez6 meréleges sikja szimmetriasik).
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1. dbra

— Tovabb is mindaddig agy beszéliink, hogy a palastbol keletkezik gila, mig csak ez meg nem cafolodik.

¢) Két db R-lap esetében az oldallapok ciklikus sorrendje lehet SSRR és SRSR.

c1) Az SRSR sorrend mellett a két nem szomszédos S-lap révén minden oldalél hossza 1, az R-ek itt is csak a
derékszogiikkel illeszthet6k O-ba, atfogbik az alapra jutnak, az alapidom hurparalelogramma, azaz hurtéglalap 1 és
V2 oldalakkal, r = \/3/2, a gila létrejon (2 szimmetriasikja is van).

Az SSRR sorrend mellett bettizziik az SS blokkot OBC D-vel. Ekkor az R-lapok kézos O A élének hossza vagy 1,
vagy 1/ V2 vagy \/5, aszerint, hogy a derékszog csticsa mindkettSben O, illetve A, illetve ha kiilon vannak B-ben és
D-ben (2—4. abrak). Ezért a palast finomabb leirdsaban az R jelek kozé odairjuk O A-nak éppen vizsgalt hosszat.

c2) Az S, S, R, (1), R esetben is hirnégyszog az alap, pontosabban hardeltoid, oldalai 1 és V/2 tehat a két egyenld
szoge derékszog, tengelyének hossza /3, ismét m > 0 (2. abra, AOC szimmetriasik).



2. dabra

cs) Az S, S, R, (1/v/2), R esetben a palast nem 4, hanem 3-oldalu gulava all 6ssze. Ugyanis jelolésiink szerint O A
merdlegesen all AB-re és AD-re, tehat az ABD alapsikra is, ezért O’ azonos A-val. Tovabba OB = OC = OD alapjin
a B, C, D kor sugara O'B = AB = 1/\/5, ugyanekkora AC is, ekkor pedig BC' =1 alapjan BAC< = 90° = DAC<,
A felezi a BD szakaszt, az OAB, OAD lapok egy sikba esnek (3. dbra).
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3. dbra

cs) Az S, S, R, (V/2), R esetben az alap 1 oldali rombusz, O’ a B, C, D cstcsokon dtmend kor kbzéppontja, az
AC AB + BC
ABO ¢ ADO derélsrigek vetiletei deréksadgek. Exért A0 > O'B = 0'C < - < + — 1, a BCD kir



sugara < 1, a gula létrejon (4. abra, ACO szimmetriasik; egyébként konnyen adodik, hogy ekkor OBCD szabélyos
tetraéder, és OA L OC).
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4. dbra
d) Harom db R-lap kozil a két széls6: Ry és Rs az egyetlen S-hez egyformén vagy az atfogodjaval csatlakozik, vagy
egyik befogojaval, csak igy lehet egybevagd ez a két lap.
d1) Az Ry, (atf.), S, (atf.), Rs esetben a két még szabad oldalél befogo, tehat egyenlsk, kovetkezésképpen Ro-nek
1 1
T ]-7 T
VoAU ,
a palast szimmetrikus Osszeallitasa alapjan a gula is szimmetrikus az 1-es alapélek felezé mer6leges sikjara. Igy Ro

oldaléleinek vetiiletei éppen az atfogdjara esnek, rovidiilnek, tehat a guala létezik, az Ro lap merdleges az alapra (5.
abra, 1 szimmetriasik).

a derékszoge jut O-ba. Igy az alapélek 1, az alap csak paralelogramma lehet, pontosabban téglalap, mert

S

5. dbra



Az Ry, (bef.), S, (bef.), Rs elindulasban e két R-lap derékszogi csicsanak a helyzetére 2 lehetGség veendd figyelembe
(6-7. abréak). Legyen ugyanis S = OAB, akkor vagy mindkét R-nek O-ba esik a derékszogi csucsa, vagy az egyiké
O-ba, a masiké — mondjuk A-ba. (Nem eshetnek A-ba és B-be, kiilénben ugyanis OC = OD = /2 lenne, viszont a
hatra levé Ro-nek csak egy oldala ekkora.)

d2) Az els6 véltozatban Rs ismét csak a derékszogével illeszkedhet O-ba, az alap hurnégyszog, 3 oldala V2, a
negyedik 1. Ismét r < 1, mert » = 1 mellett a négy oldal csak 330°-ot fedne le a keriiletbdl, a gula létezik (6. abra, 1
szimmetriasik).

ds) A masodik véltozatban OC = 1 és OD = /2, igy Ry = COD beillesztése egyértelmd. Az alap 3 oldala 1, a
negyedik v/2, de a négyszog nem hirnégyszog és nem is szimmetrikus, ezért valamivel tébbet kell szamolgatnunk, nincs-
e ellentmondas ebben a szokatlan esetben. Felhasznaljuk, hogy O’ az A, B, C kor kdézéppontja, mésrészt hogy O'CD
és O’ AD derékszogek, tehat O’ ADC huardeltoid. Jeldljiik az O’ DA szdget 6-val, ekkor AQ'C'< = 180° — 25, ABC < =
90° — ¢, és az ACB, AC'D haromszogekbdl egybevetéssel, a cosinustétel alapjan, valamint mindjart trigonometrikus
azonossagokat is figyelembe véve

AC* =142 —-2V2sin § =1+41—2 cos 26 =4 sin’® 6.
Ez masodfoku egyenlet sin d-ra, itt csak a pozitiv gyok hasznélhato, és arra

V-1 1 \/7—1<\/§—1:

< — mert

2v/2 V2 2 2
Ezért § > 45°, az A, B, C kor sugara ADtg 0 < 1, igy pedig m > 0, a gula létezik (7. dbra).

sin 6 = 1.
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7. dbra

e) Végiil, ha mind a 4 oldallap R, két probalkozasunk sikertelen. Ha O-ban mind a 4 lapot a derékszogével fogjuk
ossze, a palast 0 magassagu gulat ad, hiszen az alap mindegyik oldala v/2, és igy » = 1; ha pedig O-ban 45°-0s
szogeket illesztiink Ossze, az oldaléljeloltek” valtakozva 1 és v/2 hossztak; és ha OA = OC = 1, akkor az ,alap” AC
atlojanak O-t6l valo tavolsaga kisebb, mint 1, a BD atloé pedig nagyobb, mint 1, mert a 3-éli (O)BAD testszogletben
BOD< < BOA< + AOD< = 90°, igy csak az OAC héaromszog szakassza elfajulasa esetében lehet mind a ketts 1
(gyermekcsako készitése tjsagpapirbol).

Az utolsé lehetség viszont ismét sikeres, ez adja tehat a feladat méasodik része szerint végzendd szamitas targyat:
amikor 0-ban a szogek 90°, 90°, 45°, 45°; az utobbi ketts legyen az OD él két oldalan. Az alap deltoid, szimmetria-
tengelye BD, és ezen van O is, mint az A, B, C kor kozéppontja. m-et fogjuk meghatarozni, és ezzel fejezziik ki a
tovabbi szamitashoz sziikséges BD, AC atlokat is (8. abra).



8. dbra

Jeloljiik az atlok metszéspontjat F-fel, AB felezépontjat E-vel. Igy

1 1
OE=FEA=—, OFE=\/-—-—m?
V2 2~ "
OB=0'A=+v1-m2 O'D=+2-m?2,

az AF B, O' EB haromszdgek hasonlosagabol

AB 1—2m?2 m?
_ _ _ _
AF_OEO’B_\/l—mQ_\/l 1-m

tovabba a DF A, O'F A derékszogii haromszogekbol

m m
DF =" lletve O'F=_—"__
V1 —m? 1—m?2

Most mar a nyilvanvalé DF + FO' = DO’ egyenlGségbdl:

m—i—m2

— = \/2-m2,
V1 —m?2
m3+2m? —1=0.

Koénnyd latni, hogy m = —1 kielégiti ezt az egyenletet, tehat a bal oldal szorzatra bonthaté ugy, hogy az egyik
tényezd m + 1:
(m®* +m?*) 4+ (m?*—1)=(m+1)(m* +m—1) =0.

Szédmunkra csak az
(1) m>4+m—-1=0
egyenlet pozitiv gyoke felel meg:

VE—1
2

(2) m=

Felismerjiik ebben az ,aranymetszés” szerint kettéosztott egységszakasz nagyobbik részének a mértékszamat — amint
mar (1)ben. is felismerhetjik a megfelel§ egyenletet —, és errdl esziinkbe jut, hogy t6bb ezzel kapcsolatos szamkifejezés



jelentdsen egyszertisithetd. Itt is ilyen szerencsénk lesz. Mivel (1)bsl 1 —m? = m és 1—m = m?, tovabba 2—m? = 1+m,
ezért a fentiekbdl az atlok darabjaira, majd a V' térfogatra

OB=+vym, OD=+vV1+m, AF=+v1-m=m,
3V=0'0-AF - BD = m*(v/1+m + vm).

Tovabb egyszertisodik kifejezésiink, ha kétszer alkalmazzuk a (2)-b6l a szamlalo gyoktelenitése atjan adodo kovet-
kezg kifejezést:

2 VE—1 m
1
3V =m? <ﬁ+\/ﬁ) =mym(l+m) = /m,
5—1
V= \/_gﬁ = \/_18 = 0,262 térfogategység.

(Kis szamitogeéppel végrehajtva kényelmesebb, ha csak egy helyen osztunk, ezért vittiik be az osztot.)
Ezzel a feladat masodik részét is befejeztiik. Mondjuk ki, hogy az els6 kérdésre 9 megfelels gulat talaltunk.

Cseke Istvin és Knébel Istvin
(Budapest, Jozsef A. Gimn., IV. o. t.) dolgozataibol, kiegészitéssel

Megjegyzések. 1. Figyeljiink fel az iménti meglepSen egyszerti AF = m részeredményre. Az ilyen megéllapités
mogott nemegyszer egyszerd magyarazat is all. Tikrozzik galankat az alapsikra és jeloljik O képét O*-gal (9. abra).
Ekkor az OBO™ D deltoid egybevagd az alappal, a csicsok CDAB koriiljaras szerinti megfeleltetésével, vagyis B és D
szerepcseréjével, hiszen oldalaik és tengelyiik rendre egyenlék. — Ezzel megmagyaraztuk: nem jutott hibas eredményre,
aki F'B-re hasznalta fel O’ D fenti kifejezését m kiszdmitasaban — csak hat meg kellett volna indokolnia ezt a lépést.
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9. dbra

2. A 9. abran kapott poliéder B és D csucsaban éppen olyan 4-éld szogletek vannak, amilyen utolso elGtti probal-
kozésunkban szerepelt, de nem sikeriilt egy sikba hozni az A, O, C, O* pontokat. Egyes kristalyosztalyokban is follép
az itt lathato forgotiikkrozéses” szimmetria: a test fedésbe jut 6nmagaval BD koriili negyedfordulat és a tengely felezs
mer6leges sikjara valo tiikrozés egytittes alkalmazasaval.

Hasonléan tobbi guldink tiikrozésével is az alap csticsaiban a mér vizsgalt 4-éld szogletek valamelyike adodik, de a
4 élvégpont tobbnyire nincs egy sikban.



