Ha allitasunk nem volna igaz, meg lehetne adni olyan A, B, C, x1, x2, x3, x4 valos szamokat, amelyekre 1 <
To < T3 < T4 €S

teljesiilne, ahol p és az y;-k jelentése ugyanaz, mint a feladatban. Tehéat a p polinom értéke

miatt az x1, x3 helyeken pozitiv,
p(x;) <1+y; =0, 1=2, 4

miatt az xo, x4 helyeken negativ volna, a polinom legalabb haromszor valtoztatna meg az elGjelét. Amde p legfeljebb
maésodfoki, és egy nulladfokt polinom értékeinek az elGjele allando, egy els6foki egyszer és egy masodfoku legfeljebb
kétszer valtoztatja meg az elGjelét. Ezzel belattuk, hogy az nem lehet, hogy a feladat allitdsa nem igaz, vagyis igazoltuk
az allitast.

Megjegyzés. A megoldok tobbsége Bolzano tételére hivatkozott, mely szerint ha egy f folytonos fiiggvény =1 és xo
kozott megvaltoztatja az elGjelét (vagyis f(x1) - f(z2) < 0), és x1, xo kozdtt értelmezve van, akkor f-nek van x; és
9 kozott gyoke. Mint lattuk, nincs sziikség erre az altalanos tételre, hiszen mi most p-rél nemcsak azt tudjuk, hogy
folytonos, hanem ismerjiik a teljes viselkedését:

a) vagy nulladfoku, tehat allando,
b) vagy els6foku, tehat monoton,
c¢) vagy masodfoku, tehat monoton fogyobol valt 4t monoton névébe, vagy megforditva.

Altalaban az n-edfoku polinomnak legfeljebb n kiilénbdz6 természetti monotonitési szakasza lehet, tehat legfeljebb
n-szer valthat a polinom elGjelet. Ennek alapjan bizonyithat6, hogy ha

To<x1 <...<Tpsi, yiz(—l)i,
és p tetszoleges, legfeljebb n-edfoki polinom, akkor

N =y > 1.
o max Ip(z:i) — yil >



