I. megoldas. Az allitas ekvivalens azzal, hogy az F' fokuszt megadja az M pont tiikkérképe a korok Op, Oq
kozéppontjait 6sszekotd centralisra nézve. Még mashogyan, hogy az MF szakasz felez§ mer6legese atmegy O;-n,
i = 1, 2. Ezt bizonyitjuk koordinita-geometriai Gton, az y = z? normalparabola alapulvételével, hiszen minden
parabola ennek nagyitott vagy kicsinyitett, eltolt, elforditott képe.

Legyen T; abszcisszaja u; (u # uy # 0). Az y = 2 fiiggvény y' = 2z derivaltja alapjan t; egyenlete:

Yy — uf = 2u;(z — u;),
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Os-t az M-ben ti-re emelt meréleges és M Ty felez6 merdlegese metszéspontjaként szamitjuk; egyenleteik
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Masrészt F (O; Z) , az M F szakasz felez$ merdlegese:

1 Ul + U2 1
(1) (ul + u2)113 + (211,1’(1,2 — 5) Yy = U%’Uf% + ( 5 > _ E

A behelyettesités mutatja, hogy Os rajta van ezen az egyenesen. Ezzel az el6rebocsatottak szerint allitdsunkat Og-re
bebizonyitottuk.

O1-et Og b6l az 1 és 2 indexek foleserélésével kaphatnank, hiszen O; meghatarozasaban t1 helyére ¢ 16p és Ts helyére
T1, de O; koordinéatéinak (1)-be valé beprobalasa mell6zhets. Ugyanis azt az egyenletet mindenesetre kielégitenék,
amely (1)-bdl keletkezik az indexcserével, viszont ez a csere (1)-et énmagaba viszi at. Eszerint (1)-et O; is kielégiti. —
A bizonyitast befejeztiik.

II. megoldas. Az F fokusz akkor és csak akkor van rajta ki-en, ha az o/ = TobMF<, ami az F illeszkedéséto]
fiiggetleniil is (érint6 szara) keriileti sz0g a ki-re nézve, egyenls az MTy F'<¢ = a-val. Ugyanigy ko akkor és csak akkor
megy 4t F-en, ha a 8/ = TIMF< és a 3 = MTyF<-ek egyenl6ek. Ezt a két szogegyenlSséget bizonyitjuk.

Legyen T; vetiilete a parabola vezéregyenesén T, . Ismeretes, hogy t; felezi a T} F és T; T, félegyenesek kozti szoget,
masrészt a parabola definicioja alapjan T;F = T;T/. Ezekbdl kovetkezik, hogy T; és F egymas tiikorképei t;-re, tehat
M-re mint a szimmetriatengely pontjara egyrészt T{M = FM, tehat TiM = TyM, méasrészt ToMTo<t = o, és
Ty MT{< = f8'; tovabbé, hogy MTh\Ti<< = a és MToTy<t = 3.

Az MT|T, egyenl6 szart haromszog tengelye parhuzamos T;T};-vel, ezért MTTi << = MTyTo<, és az MT{Ty, MTT,
haromszdgekbdl a + 3 = o' + S.

Masrészt a TI MTy<t = o + 3’ szdget kifejezhetjiik a-val és B-val.



1. dbra

Legyen t; metszéspontja d-vel U;, ekkor a Ty MTo<t egyend az Uy MUs<t-gel (1. abra), illetve egymés mellékszogei
(2. abra), de mindkét esetben csekély tovabbi szdmitas szerint o + (3 az értéke, tehdt o’ + 8 = a + f.
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Ezt az elébbi egyenletbél kivonva o — o' = o — a, tehat o/ = a, majd tovabb 3 = 3. Ezeket akartuk bizonyitani.
U, és Us koziil legfoljebb az egyik nem jon létre, pl. U; nem, ha T; éppen a parabola csiicsa, és akkor o = 90°.
Ekkor kozvetleniil latjuk a Ty MTo<t = 90° 4+ 5 = o + 3 egyenlséget. — Ugyanezt kapjuk akkor is, ha M éppen a d-n

adodik.
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Megjegyzések. 1. Mindkét megoldasbol kiolvashato, hogy az M-et a TiT, hur felez6pontjaval Gsszek6ts egyenes
merGleges d-re, tehat megadja a parabola tengelyének iranyat. Ez is érdekes, egyszerd tulajdonsaga a parabola két
érintGjének.

2. Ha a feladat allitasat mint F' megszerkesztésének lehetGségét tekintjiik a 73, To, M pontharmasbol, akkor kiol-
vashato az a megforditasa is, ha adott F, t1 és to (a T, To nélkil), tehat M is: vessziik F' titkorképeit t;-re, ezekbdl
T[Ty a vezéregyenes, és az erre T-ben emelt merdleges t;-bol kimetszi a T; érintési pontot.

3. Az allitasnak az a fele, hogy barmelyik k; (i = 1, 2) atmegy F-en, speciélis esete Lambert tételének, El, amely
szerint a parabola 3 érintGje altal meghatarozott haromszog koriilirt kore atmegy a fokuszon. Ugyanis pl. ¢1-en T3
megadéasa azt jelenti, hogy t1 és 717 hataratmenettel kétszeresen hasznalhaté fel: ¢; és ¢; ,metszéspontja”’ 17, ,azokat”
to ,M-ben és M-ben” metszi, és igy a Ty MM , haromszog” koré irt k; kor az M (és M) pont(ok)-ban érinti to-t.

1Lasd pl.: Dérrie, H.: A diadalmas matematika (Gondolat Kiado, Budapest, 1965) 224. old.



