(1) f2= (@' —22)¢ = L.
Ha az f, g polinomokra teljesiil (1), és F, G-re is teljesiil
(2) F?2 - (a* - 22)G* =1,
akkor (1) és (2) bal oldalainak a szorzata is 1-gyel egyenld. Ez a szorzat a tényezGivel megegyezs alakra hozhato:
(3) [f? = (2" = 22)¢°] [F? — (2* — 22)G?] = [fF + (2* — 22)9G]” — (24 — 22)[fG + gF)*.
Ennek alapjan két — nem feltétleniil kiilonb6z6 — megoldasboél elGéallithatunk egy djabb megoldast:

(4) ¢ =fF+ (" - 22)9G,
Y =[fG+gF,
és ha f, g, F, G egész egyiitthatds polinomok voltak, az lesz a ¢, ¥ polinom is.
Trivialis megoldasa (1)-nek az f = 1, g = 0 polinompér, ha azonban e mellé a vele azonos F = 1, G = 0 part
vesszik, a (o, 1) par is azonos lesz vele, igy nem kapunk tjabb megoldast.
Ha ¢ valamilyen 0-t6l kiilonb6z6 ¢ egésszel volna egyenld, f2(1) = 1 — ¢? volna, igy csak ¢ = 1 johetne szoba.

Ekkor (1)-bél f? = 2* — 224 1, ami nem polinom teljes négyzete (példaul z = 2 mellett sem az a helyettesitési értéke)
g tehat legalabb elséfoka: g(x) = ¢ + dx. Ekkor

2= (2" = 22)(c+ dx)® + 1 = d*a5 + 2cda® + P2t — 222> — deda® — 272 + 1,

tehat f csak dz® + ca® F cx & f1, vagy ennek (—1)-szerese lehet. Ennek négyzetében z* egyiitthatoja ¢® F 2cd, ami
csak akkor lehet c-tel egyenls, ha ¢d = 0, tehat ¢ = 0, hiszen d = 0 visszavezetne a mar targyalt ¢ = c esetre. A
dxz® £ 1 polinom négyzetében 2> egyiitthatoja +£2d, ami csak az (:103 — 1) valasztas mellett egyenls —2d>-tel. Az

f=2-1, g=u
polinomokbol az F = f, G = g vélasztassal a (4) szerint az
fo= (2% = 1)% + 22 (z* — 22),
go = 2x(z® — 1)

megoldast kapjuk. Ebbél az F = fo, G = go valasztassal ujabb fs, g3 part allithatunk els. Altalaban, ha valamilyen
n természetes szamra mar meghataroztuk az f,,, g, part, azt az F, G helyére téve az

fri1 = ffa+ (@ = 22)ggn,
Int1 = fgn+ 9fn
part kapjuk. Ha f, 3n-ed fokua, g, (3n — 2)-ed foku, és mindkettében a legmagasabb foku tag egyiitthatoja pozitiv,
e tulajdonsagok oroklédnek az fr41, gn41 parra. Mivel példaul az fs, go parnak megvannak a mondott tulajdon-

sdgai, e tulajdonsagok orokl6dnek az egész sorozatra, tehat a sorozat elemi kiilonbozGek. A feladat allitasat ezzel
bebizonyitottuk.

Megjegyzés. A (3) azonossag alapja az, hogy az

f+gvat—2x

alaku fliggvények korébdl a szorzas nem vezet ki. Ha ugyanis ezt a polinomot az

F+GvVzt -2z

fiiggvénnyel szorozzuk, épp a
o+ YVt -2z

fiiggvényt kapjuk, ahol ¢, ¥ a (4) alatti polinomok.

A megoldok tobbsége csak azt vette észre, hogy (1)-bol négyzetreemeléssel megoldast allithatunk els, igy az fr, gn
sorozatnak csak az n = 2* indexekhez tartozo elemeit adta meg. Persze a feladat allitasanak igazolasahoz ez is elegends
volt. Belathato, hogy (—1)-gyel valo szorzastol eltekintve mi elgallitottuk az Gsszes megoldast.



