1. Legyen a szabalyos n-szdg kozéppontja O, egy oldala AB, ennek felezGpontja F', és mérjiik fel A-t6l O felé az
AC = AF hosszusagot (1. abra).

A haromszog—egyenlGtlenség alapjan az OAF derékszogli haromszogbsl

OC = OA — AF < OF, R—g<r,

eszerint p-nak (1)-beli korlatai valoban egy intervallumot engednek meg o megvalasztasara. Az O koriil irando k kornek
vagy at kell mennie C-n vagy magaba kell zarnia C-t; viszont o < r miatt F legfoljebb k keriiletéhez tartozhat hozza,
igy k egész belseje részt vesz a vizsgalando lefedésben.

Az n sz6g cstcsai koril irand6 n szamua kor mindegyikének sugara R — p, jeloljiik ezt z-szel, és jellemezziik ezzel a
lefedést, tehat o = R — x. (1)-et (—1)-gyel szorozva és mind a harom részéhez R-et hozzdadva teljesiilnie kell az
(2) ng—QszR—r
kettSs egyenlStlenségnek. Az elsG rész szerint barmelyik két ilyen kor nem nytdlhat egymésba, hiszen két kozéppont
tavolsidga legalabb akkora, mint AB = a, ami legalabb akkora, mint 2.

Az x sugaru korok a szabalyos n-szog teriiletébdl egy—egy a nyilasszogl korcikket fednek le, ahol « a szabalyos n
sz0g egy szoge, ivinértékben

Igy a lefedett teriilet
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és ennek ugyanazon x (és megfelel§ p) mellett van maximuma, illetve minimuma, mint a (2) tartoményban értelmezett
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fiiggvénynek.
f(z)-et minden z-re értelmezett fiiggvénynek tekintve (rogzitett n mellett) minimuma van az
2R
o = —
n

helyen, és a minimum értéke az allandé tag, pozitiv.

a
2. Megmutatjuk, hogy xo benne van a (2) intervallumban, tehat feladatunk b) részére a valasz éppen zg. Az 3 2 10

n
egyenl6tlenség ekvivalens evvel: 3 a 2 2R, vagyis, hogy a szabalyos n-szog (n 2 3) keriiletének a fele nagyobb az

n
dtmérdénél. Paros n esetén ez szinte nyilvanvalé: a keriilet felét megadja — szam, egymaés utan csatlakozé oldalbol allo
torottvonal, és az ennek végpontjait Osszek6ts atlo hossza éppen az atmérs. Paratlan n esetén a keriilet felét egy A
csucstol a szemben levs oldal D felez6pontjaig haladva tessziikk meg (barmelyik iranyban), és akkor az AD egyenes
mint szimmetriatengely atmegy O-n (2. abra).
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2. dbra

Az egyik A... D félkeriiletet két részre osztjuk a D-vel megfelezett oldal FE végpontjaval. Az AFE tutrész vetiilete a
tengelyre AD = AO + OD (hiszen O a sokszognek belss pontja). A vetiilet nem nagyobb, mint az eredeti Gtrész, ezért

ga:A...E+ED>AO+(OD+ED) > R+ OF = 2R,
ezt akartuk bizonyitani. (Egyenldség semmilyen n-re nem teljesiilhet.)

(2)-b6l az zy = R — r rész belatasahoz tekintsiik az F' pont koriil azt a ky kort, amely érinti a sokszogiink koreé irt
k' kort, nyilvanvaléan az AB iv H felez6pontjaban (1. és 3. abra).
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3. dbra

Az F A félegyenest ki az F' és A kozti K pontban metszi, mert
KF+FO=HF+ FO=HO=A0 < AF + FO,

tehat K < AF, és igy KH < AH. Fogadjuk el ebb6l bizonyitas nélkiil, hogy k’-nek AH hitirhoz tartozo ive hosszabb,
mint ki-nek a K H hiarhoz tartozé negyedkorive:

Al > KH, azaz R%>gFH:g(OH—OF):g(R—r).

Ebbgl 2/m-vel valo szorzas utjan adodik a kivant egyenlStlenség:

2R
—=x9>R—r.
n

Az eddigiek szerint a sokszog teriiletébdl a megrajzolt (1 4+ n) kor altal lefedett rész minimalis, ha a sokszog n csucsa
koriil lefrt korok sugara o, egyenls a k' kor &tmérdjének n-ed részével. A sugar szerkesztése nyilvanvalo, és ezzel o is
kiadodik.

3. Azt is lattuk, hogy z¢ a (2)-beli korlatok egyikével sem egyenls. Legyen az also korlat R —r = x1, a fels6 korlat
a/2 = xy. Igy f(x) az xo-t6l z1 felé haladva is, z felé haladva is novekszik és a masodfoku fiiggvény grafikonjanak
szemléletére tamaszkodva mondhatjuk, hogy legnagyobb elért értéke az els§ esetben f(x1), a masodikban f(z2).
Eszerint f-nek az (21, z3) intervallumon elért maximuma e két érték nagyobbika. Marmost

fx2) = (fz1) = (w2 — 20)* — (21 — 20)?,

és ez aszerint pozitiv, negativ vagy 0, hogy |r2 — zo| = 22 — g és |1 — x| = = 29 — x1 koziil az elsd, illetve a masodik
a nagyobb, illetve ha éppen egyenlsk.



Megmutatjuk, hogy n = 3 esetén az f(z2)-bdl adodo T = n;f(l‘g) a maximum, n = 4 esetén f(x1) = f(x2),

vagyis
R R ) a R

—, = —, és To = — = — = 01,
\/5 01 \/5 2 B \/5 01

és 02 = R — xo = 21 mellett egyardnt maximumot kapunk, n = 5 mellett pedig f(z1) vezet a maximumra. Valoban,
n =3 esetén a = RV3, r = R/2, igy
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A legnagyobb lefedését tehat ugy kapjuk az a oldala szabalyos haromszognek, ha a csticsai koriil a/2 sugart koroket
irunk, kézéppontja koriil pedig azt a k-t, amely e harom kort érinti (4. abra els6 haromszoge, a masodik abra f(z1)-et,
a harmadik a minimalis fedést mutatja).
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4. dbra

Az n = 4 melletti f(x1) = f(x2) belatasadhoz elég a négyzetet x1 és xo esetében egyarant 4-4 egybevagd részre
osztani a két oldalfelezével, a részek atrendezésével egymasba mennek at (5. dbra, a szintén bemutatott minimum
esetében o = xg).
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5. dbra
Az n =5 esetre a trigonometriai tablazat adatait hasznaljuk fel. Mindig érvényes, hogy

i a . m
r =R cos —, — = Rsin —,
n 2 n

4 3
és mivel n = 5 mellett cos 36° > 0,8 = E és sin 36° > 0,6 = = azért

)

2 R
xo—x1=R<g—1+cos36°> >€

2 R
xg—x=R<sin36°—g> <g,

tehat f(xz1) > f(z2), a lefedés maximumat agy kapjuk, hogy k-ként a szabalyos 6tszog beirt korét vessziik (6. abra).
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6. dbra

Végiil az n > 5 értékekre jeloljiik H-nak k’-beli atellenes pontjat H'-vel. Az AHH' derékszogi haromszog felhasz-
nélasaval

d:|$1—$0|—|JJ2—£L‘0|:2$0—($1+$2):2$0—(FH+AF):

4R AH? 4R AH?
—7‘(W+AF) —7—( 2R +AF>-

A kivonandot noveljiik, ha AF helyére az AH hart irjuk, majd mindkét tagban az AH hur helyére az AH = R% ivet:

d> 4 7T2+7T 1 4 2 >O,02>0

2 SR S B/
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(a zarojelben w2-t 10-re noveltiik és n-et 6-ra csokkentettiik). Ezzel az el6rebocsatottak szerint megmutattuk, hogy

minden n = 5 esetre Ggy adja a rajzolt korrendszer a szabélyos n-sz0g maximaélis lefedését, ha k-ként a beirt korbol
indulunk ki.

Brindza Béla (Csongrad, Batsanyi J. Gimn., IV. o. t.)



