A feladatnal kissé altalanosabban azt mutatjuk meg, hogy n piros és n kék pont esetén is 1étezik a kivant 6sszek6ts
rendszer, ahol n > 1 tetsz6leges egész szam.

I. megoldas. A bizonyitast teljes indukcioval végezziik. Ha n = 1, az allitas trividlisan igaz. Tegyiik fel, hogy az
allitast valamilyen n-ig mar minden szamra belattuk. Megmutatjuk, hogy ebbdl az (n + 1)-re is kovetkezik.

Tekintsiik az Gsszes olyan szakaszt, amelyek egyik végpontja piros, a masik kék pont. Azt fogjuk megmutatni, hogy
ezek kozott van olyan, mondjuk AB, hogy az AB egyenes ugy vagja ketté a pontjainkat, hogy a piros és kék pontok
szama a keletkezd részeken beliil is egyenld. Az indukciés feltevésiink szerint e részeken belill mar OsszekothetSek a
pontok a kivant modon. Mivel a kapott szakaszoknak nincs kdzos pontjuk az AB szakasszal, azokat az AB szakasszal
kiegészitve az egész pontrendszernek egy megfelel Osszekdtését kapjuk.

Vegyiink fel egy tetszéleges koordinata—rendszert, és valasszuk ki a pontjaink koziil a legkisebb ordinatajut, legyen
ez A. (Ha a legkisebb ordinatahoz tobb pont is tartozna, A legyen koziiliik a legkisebb abcisszaju.) Legyen mondjuk
ez az A pont piros. Jeloljiik a-val az A-n atmend, x tengellyel parhuzamos egyenest, és tekintsiik az A-bol a tobbi pont
felé fut6 félegyeneseket. Ezek mind a-n vagy a folott vannak, és mindegyikiik pontosan egy A-tdl kiilonb6z6 pontot
tartalmaz, hiszen feltevésiink szerint pontjaink kozt nincs harom egy egyenesen. Vegyiik a-nak az z tengely pozitiv
iranyaba mutatoé felét, és forgassuk ezt a félegyenest A koriil pozitiv irdnyba. Jeloljik a pontrendszer pontjait abban
a sorrendben, ahogy talalkozunk veliikk By-gyel, Bo-vel, ..., Ba,_1-gyel (1. abra).
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1. dbra

Ha B; vagy Ba,—1 kék, a keresett AB szakasz szerepére valaszthatjuk az ABy, illetve ABs,, 1 szakaszt.

Ha Bj és B, _1 is piros, tekintsiik a B1ABs, B1ABs3, ..., BiABsy, 1 szogtartomanyokat hataraikkal egyiitt, és
nézziik meg, hogy mennyi az altaluk tartalmazott piros és kék pontok szamanak (elGjeles) kiilonbsége. A tartomanyok
koziil az els6ben, a B; ABs tartomanyban ez a kiilonbség 1 vagy 3, tehat pozitiv, az utolsoban, By ABs,,_1-ben nulla,
emiatt az utolso elGttiben —1. Mivel az egyméas utan kovetkezd tartomanyok kozott a kiilonbség mindig 1-gyel valtozik,
kell lennie egy olyan tartomanynak, ahol a kiilonbség 0, legyen By ABj, az els6 ilyen tartomany (1 < k < 2n — 1).
Ekkor By csak kék lehet, hiszen B; ABj_1-ben a piros és kék pontok szaméanak a kiilonbsége még pozitiv. Most tehat
ABy, valaszthato a keresett AB szakasznak, a bizonyitast ezzel befejeztiik.

Megjegyzés. A fenti alapgondolat teljes indukcié nélkiil is megfogalmazhato, a ponthalmaz ismételt (legfeljebb
(n—1)-szeri felosztasaval. Magéban az alkalmazott indukcioban nem lett volna elég a szokasos ,,ha n-re igaz, (n+1)-re
is igaz” tipust meggondolas, hiszen a kettévagasnal n-nél kevesebb pontot is kaphatunk.

II. megoldas. Képzeljiik el az Osszes 0sszekots rendszert, amelyek egy—egy kék és piros pontot kapcsolnak Gssze.
Ezek szama 2n pont esetén n !, tehat véges érték. Ezek kozott nyilvanvaldan van egy, vagy tobb olyan rendszer, ahol
az Osszes résztvevs szakaszok hossziisdgainak 0sszege minimalis.

Tegyiik fel most, hogy a bizonyitandé allitds nem igaz. Ekkor kivalasztva a minimalis Gsszegl Osszekotést (vagy
egyet a minimalisak koziil), abban biztosan van legalabb két metsz6 szakasz. Legyenek ezek AB és C'D — ahol A és C
pont kék, B és D pedig piros (2. dbra).
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2. dabra

Modositsuk ugy a rendszert, hogy a szaggatott vonal szerint A-t D-vel, B-t C-vel kotjiik 6ssze. Ha a metszéspont
M, a haromszog—egyenlStlenség miatt igaz a kovetkezs:
AM + MD > AD,
CM+ MB > CB.
E kett6t Osszegezve:

AM +MB+CM +MD =AB+CD > AD 4+ CB.

Vagyis a rendszer nem volt minim4lis, hiszen annal kisebbet taldltunk. Ellentmondasra jutottunk, ezzel igazoltuk az
allitast.



