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Ez azt jelenti, hogy az s(x) = sin z, ¢(z) = cos z fliggvényekre teljesiil (1). Mivel cos z = sin (a: + g), e fliggvény
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Tehat az s(x) = sin z, c(x) = cos z fliggvényekre (2) is teljesiil. Nyilvanvaloan teljesiil rajuk (3) is, nekiink azonban
nemcsak azt kell megmutatnunk, hogy ezekre a fiiggvényekre teljesiilnek az (1)—(3) feltételek, hanem azt is, hogy ezek
a feltételek méas fliggvényparra nem teljesiilhetnek.

Legyen s(zx), c(z) tetszOleges fliggvénypar, amelyre teljesiilnek az (1)—(3) feltételek, és tekintsiik az s(x) — sin z,
c(x) — cos z kiilonbségeket. Azt kell belatnunk, hogy e kiilonbségek azonosan egyenlGek 0-val, ehelyett azt latjuk be,
hogy a négyzetosszegiik azonosan 0. Mivel az

derivaltja

f(z) = (s(z) — sin 3:)2 + (¢(x) — cos 3:)2

fiiggvény értéke z = 0 mellett 0, a feladatban mondott tétel alapjan elegendd, ha megmutatjuk, hogy f'(x) = 0 minden
x-re.
Vizsgaljuk meg elGszor, hogy ha g(x) tetszsleges derivalhato fliggvény, derivalhato-e a G(x) = (g(:lc))2 fliggveny,
és ha igen, mivel egyenl6 a derivaltja. Mivel
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és itt g differencidlhatosdga miatt
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lim [g(z +h) + g(@)] = 29(z) + lim h=———=—= = 2g(2),

tehat G(z) derivalhato, és derivaltja 2¢’(x)g(x). Emiatt f(x) derivalhato, és derivéltja
f'(z) = 2(s'(z) — cos z) (s(z) — sin ) + 2((z) + sin z) (c(z) + cos z),
ami (1), (2) szerint valoban 0.
Csuri Miklos (Szeged, Sagvari E. Gyak. Gimn., III. o. t.)

Megjegyzés. Megoldasunk végén azt is belattuk, hogy ha g(z) az a < z < b intervallumban derivalhato, akkor ott
folytonos is, hiszen tetszéleges a < x < b mellett

%ii% g(x—l—h):g(w)—i-%i_r)%h'w = g(z).

Ismeretes, hogy a zart intervallumban folytonos fiiggvények az intervallum belsejében vagy hatédran a maximumukat
is, minimumukat is felveszik (gimnaziumi tankonyv IV. oszt., 89. old.). Ebbdl kévetkezik, hogy ha g(a) = ¢(b), akkor
van olyan a < zo < b hely, ahol ¢'(zo) = 0, és altalaban, tetsz6leges, az a < x < b intervallumban differencialhato6 g(z)
fiiggvényhez talalhato olyan a < xzg < b hely, amelyre
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teljesiil. Ez az un. Lagrange-féle kozépérték-tétel, mely a differencidlhato fiiggvények vizsgalatanak az alapja. A fel-
adatban felhasznélt tétel is ebbdl kovetkezik, hiszen e tétel szerint tetszbleges a < x1 < z9 < b szdmokhoz taladlhato
olyan xg, amelyre 1 < xg < T2, és
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ha tehét ¢'(z) az a < z < b intervallumban azonosan 0, akkor tetszdleges a < z1 < x5 < b mellett g(z1) = g(z2), azaz
g(x) értéke az (a, b) intervallumban alland6. Hasonléan igazolhat6, hogy ha a < z < b mellett ¢'(z) > 0, akkor az

(a, b) intervallumban g(z) monoton nd, ha pedig ott ¢’(z) negativ, akkor g(x) monoton fogy (v. gimnaziumi tankdényv
III. oszt., 270-273. old.).



