I. megoldas. Végezziik el a kovetkezs atalakitast:

ni a;b; — <i ai> <Z b; ) (a1 —ag) (b1 — b2)+
i—1 i—1

+ (a1 — (Zg)(bl — bg) oo+ (a1 — an)(bl — bn)—I—
+(a2—ag)(bg—bg)+...+(a2—an)(b2—bn)-‘r...+
(an 1 — n)(bn—l - bn)

A zarojeleket mindkét oldalon felbontva, meggy6zédhetiink rola, hogy az egyenl@ség helyes. Feltételiink szerint a jobb
oldali 6sszeg egyik tagja sem lehet negativ, amivel az allitast maris igazoltuk. Kénnyen ellenérizhetjiik a fenti atalakitas
alapjan, hogy egyenlGség akkor és csak akkor lép fel, ha az a3 = ... = a, és a by = ... = b, egyenlGséglancoknak
legalabb egyike teljesiil.

A bizonyitashol az is latszik, hogy monoton csdokkend sorozatok esetében is igaz az egyenlGtlenség, ha pedig az a,
sorozat monoton noéve, és a b, csokkend, akkor az egyenlétlenség iranya megfordul.

II. megoldas. Legyen cj,co,...,c, a b1, ..., b, sorozat egy tetszdleges permutacioja. Belatjuk, hogy ekkor
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Ha valamely ¢ < j indexparra ¢; > ¢;, akkor a Z aycy, Osszegben cseréljiik fel c;-t és c;-t egymassal. Ezzel az Osszeg
k=1

értéke biztosan nem csokken, hiszen (a; —a;)(c; —¢;) 2 0 miatt aic;+a;c¢; < aicj+ajc;. Véges sok csere végrehajtasaval
aci,...,cp szdmok olyan di, . .., d, permutacidojahoz jutunk, amelyben ¢ < j méar ¢ < j esetén d; < d; teljesiil minden
indexpéarra. Ekkor persze b; = d; minden @ = 1, ..., n-re, és mivel a végrehajtott cserék soran az Ssszeg értéke egyetlen

lépésnél sem csokkent, valoban fennall az (1) egyenl6tlenség.
Ezek alapjan mar konnyen kovetkezik a feladat allitasa.

A Z a;b; Osszegbe irjuk be a by, ..., b, szdmok valamennyi ciklikus permutaciéjat, igy a fentiek szerint
i=1
n
albk+a2bk+1 + ...+ apbr_1 § Zalbz (k: 1, ..., n)
i=1

Ezeket az egyenlGtlenségeket Osszeadva a feladat allitasat nyerjiik. Konnyen lathato, hogy az egyenlGség akkor és csak
akkor allhat fenn, ha a; = ... = a, és by = ... = b, egyike teljesiil.

Jakab Tibor (Budapest, Berzsenyi D. Gimn., IV. o. t.)

Megjegyzés. Jeloljik az ai,aq,...,an, illetve by, ba, ..., b, szdm-n-eseket a-val, b-vel, a bizonyitott egyenlStlenség
jobb és bal oldalanak a kiilonbségét C(a, b)-vel:

C(a,b) = nZaibi - <Z ai> (Z bi> ;

az a;, b; szamok atlagat pedig @-sal, b-sal:

Nem nehéz belatni, hogy

(2) Cla,b) =ny (a; —a)(bi = b),

ugyanis

1 n n
és itt az utols6 harom tag mindegyike egyenls - <Z ai> <Z )—vel A C(a,b)-nek (2) alakjabol latszik, hogy ha
i=1 i=1

akar az a;, akar a b; szdmokat ugyanazzal a szaimmal megnoveljiik, C'(a,b) értéke véaltozatlan marad. Ennek alapjan



is bizonyithaté a feladatban szerepld egyenlGtlenség n szerinti indukciéval, a mondott eltolassal el lehet ugyanis érni,
hogy a1 = b; = 0 legyen.

Ha speciélisan a = b, a C(a,b) 2 0 egyenl6tlenség kozvetleniil kiolvashato a (2) elgallitasbol. A C(a,a) szam azt
mutatja meg, mennyire szérdédnak az a; szdmok az @ atlag koriil, ezért a matematikai statisztikAban ezt a mennyiséget
széles korben hasznaljak. Maga a C(a,b) mennyiség az a;, b; szamok valtozasainak kolcsonhatdsat mutatja, pozitiv
C inkdbb az egyiranyi, negativ C' az ellentétes irdnyt valtozasokra utal. Példaul ha a; az osztaly i-ik tanul6janak a
magassaga, b; pedig a sulya, és a tanulokat eleve a magassdguk szerint allitottuk sorba, tehat a1 < as < ... £ a,
(ahol n az osztély létszama), ha a by < be < ... < b, egyenlGtlenség altalaban nem is teljesiil, C(a, b) értéke az esetek
tobbségében mégis pozitiv. Ezért ezt a mennyiséget a statisztikdban az a, b mennyiségek kolcsénhatasanak a mérésére
hasznaljak, és az a, b szamok kovariancidjanak nevezik. (Pontosabban mondva a C(a,b) szam n(n — 1)-ed része a
kovariancia.) Mivel ez a szam még nagy mértékben fiigg az a;b; szamok mérésénél hasznalt egységtol, tobbet mond
nala az

C(a,b)

C(a,a) - C(b,b)

R(a,b) =

héanyados, melyet korreldcios egyiitthaténak neveznek. Belathato, hogy —1 < R(a,b) < 1, és |R(a,b)| = 1 akkor és
csakis akkor teljesiil, ha van olyan A és u, amelyekkel b; = Aa; + p teljesiil minden ¢-re. Ha az a;, b; szAmparokat egy
koordinata-rendszerben abrazoljuk, a kapott pontokhoz bizonyos értelemben legjobban simul6 egyenes egyenlete

(3) y—b= Az —7),
ahol

_ C(a,b)

- C(a,a)

az un. regresszios egylitthato. Az érdekl6ds olvasonak gyakorlasul javasoljuk, hogy a kornyezetében talalhato Gsszetar-
tozo a;,b; szamparokat gytjtse Ossze, dbrazolja, és rajzolja meg hozzajuk a (3) egyenletii egyenest. Ha az a; szamok
az id6 mulasat mérik, és a b; szdmok valamilyen idében lezajlo jelenséggel kapcsolatosak, a kapott egyenes jol tiik-
rozi a jelenségnek a vizsgalt idGszakban megmutatkozo f6 tendencidjat, szokasos kifejezéssel élve, a jelenség trendjét.
Ennek segitségével vizsgalhatjuk példaul a termelés kiilonboz8 mutatéinak az alakulasat, és e vizsgalatok alapjan
hatarozhatjuk meg e mutatok jov6beni viselkedését is.



