I. megoldas. Legyen az ABC héromszogben BC' = a =79, CA = b = 65, AB = ¢ = 47 egység, a széban forgd pont
P,és PA =z, PB =y, PC = z. Pontunk semmiféle haromszog esetében sem lehet kiviil a haromszogon, kiilonben
ugyanis két oldal latoszoge egyiitt egyenls lenne a harmadik latoszoggel, akar valamelyik szog cstcstartomanyéban
probalnank folvenni P-t, akar valamelyik oldalaval szomszédos, végtelenbe nytld an. serpenyGtartomanyéaban; igy pedig
nem lehet egyenls a harom lat6szog. Hasonl6an nem lehet P a haromszog keriiletén sem.

Eszerint a latoszogek osszege 360°, és mindegyiknek 120° az értéke, és P-t szerkesztéssel ugy kapjuk, hogy vessziik
két oldalszakasz 120°-os nyilasu latokorivét azon a partjukon, amelyikben a haromszég van, ezek kozos pontja P. (1.
abra.)

1. dbra

Alkalmazzuk a cosinustételt egymés utan a PBC, PC'A, PAB haromszognek P-vel szemben levd oldalara. A P-nél
lev$ szog cosinusa mindegyikben (—0,5), igy

(1) 2+’ oy =,
(2) 2+ 22 +yz =d?,
(3) 22 42?2 =12

Vonjunk ki egyrészt (2)-bél (3)-at, masrészt (3)-bol (1)-et:
(4) v =2’ 2y —a) = (y—a)(@+y+z)=a’ 07
(5) Pyt ta(z-y) = (-ylety+a) =0 -

Itt célszeri feladnunk az altalanos megoldas keresését, ugyanis az oldalak adott mértékszamai jelentSs konnyitést
adnak azzal, hogy legutobbi két egyenletiink jobb oldala egyenls:

a® —b* =797 — 65 = 2016 = 65° — 47> = b* — *.
Igy (4) és (5) bal oldalainak egyenldségébdl z + y + 2 > 0 miatt
y—x=z—y>0,
vagyis x, y és z ebben a sorrendben névekvé szamtani sorozatot alkot. Ezért a harom ismeretlen Gsszege (4)-ben és
(5)-ben 3y, ezt és a szamadatokat behelyettesitve
2016 672

3y y

Innen a sorozat mindkét szélsé tagja kifejezhets a kozépsével:

y—r=z-y=

672 2_672 672 24672
(6) pomy-——— =Y T oy 2 TR
y y Y Y

és ezeket (3)-ba helyettesitve y°-re masodfoku egyenletet kapunk:
(y® +672)° + (v° — 672)" + (y* — 672%) = (65 1),
3yt — 65%y% + 6722 =0,
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Természetesen elég venniink y pozitiv értékeit:
g1 = 3594,  yo = 10,79.
A (6)-ba leendd behelyettesités céljara 672/y; = 18,70, 672/y, = 62,26, és az el6bbi alapjan a keresett tavolsagok:
@ =PA=1724, y=PB=23594, z=PC =541 egység.

A masik megoldas: 9 = —51,46, yo = 10,79, 2o = 73,04, ha zo abszolat értékét vessziik, szintén meghatarozza a
sik egy P» pontjat (2. abra).

2. dbra

Elére tudjuk, hogy ez nem felel meg feladatunk geometriai kérdésének, de hozzatehetjiik: igy az AB és AC oldalak
latoszogének cosinusa (1) ill. (3) szerint 40,5, e két latoszog 60°, a BC oldalé 120°, amazok Osszege. P> annak a
3 korivnek a kozos pontja, amelyek az 1. dbrabelieknek tiikorképei a megfelels oldalra. (Eszerint zo-t alaposabb
indokolassal mellsztiik, mint a két y? érték negativ négyzetgyokét. Egyébként e negativ négyzetgyokokkel x és z
csupan elGjelet valtoztatnak, és ismét az eddigi két megoldésra jutunk.)

Megjegyzés. A talalt P pontot a latoszogek egyezése alapjan tetszéleges ABC haromszogben a haromszog izogonélis
pontjanak nevezik.

II. megoldas. Illessziink a vizsgalt haromszog oldalaihoz kifelé szabalyos haromszogeket, és jeloljiikk ezek A-val,
B-vel, C-vel szemkozti cstucsait rendre Aj-gyel, Bi-gyel, Ci-gyel. Ha az eredeti haromszog A-nél levs szoge kisebb
120°-nal, akkor az AC egyenest AB-n keresztiil AC;-be vivé forgatas kisebb 180°-nal, tehat Cy az AC egyenesnek
ugyanazon az oldaldn van, mint B. Ha az ABC szog is kisebb 120°-nal, akkor C; a BC egyenesnek is ugyanazon az
oldalan van, mint az eredeti haromszog, tehat a CC; szakasz metszi az AB oldalt. Ha pedig az eredeti haromszog
minden szoge kisebb 120°-nal, akkor ugyanigy kapjuk az AA;, BB; szakaszokra, hogy metszik a szemkozti oldalt,
tehéat rendre egymast is metszik. Megmutatjuk, hogy ekkor e harom szakasz egy ponton megy &t, és ez a keresett P
pont.

Forgassuk el az ABB; haromszoget A koriil ugy, hogy B a Ci-be keriiljon. Akkor a B; a C-be megy at, tehat a
BBy, CCt szakaszok M metszéspontjabol az AB, BC oldalak 120°-os sz0g alatt latszanak. Eszerint M rajta van az L.
megoldas elején emlitett két 120°-0s 1atokoron, tehat valoban azonos P-vel. Mivel ez a CCy, AA;, valamint az AA;,
BB, szakaszok metszéspontjarol is elmondhaté, mindharom szakasz atmegy P-n.



A,

Meérjiik fel a P By szakaszra P-b6l kiindulva a PD = PA = x szakaszt. Mivel APB1<t = 60°, az APD haromszog
szabalyos, igy AD = x. Forgassuk el A koriil az APC haromszoget 60°-kal agy, hogy P a D-be keriiljon, akkor C' a
Bj-be jut, tehat DBy = PC = z. Ezek szerint

BB1=BP+PD+ DBy =y+x+2=w,

és hasonlban kapjuk, hogy AA; = CCy = w.
Jeloljiik az A; BC haromszog koré irt kort k-val, kdzéppontjat O-val, sugarét r-rel. Kénnyen lathato, hogy r» =

S

Alkalmazzuk a korhoz kiils6 pontbol huzott szel6 darabjaira vonatkozo tételt a k kor AA; szelGjére, kapjuk, hogy
z-w=AP-AA, = AO? — 2.

Az AO szakasz hosszat meghatarozhatjuk abbol a derékszogld haromszogbdl, amelynek AO az atfogodja, és az O-hoz
csatlakozo befogoja parhuzamos BC-vel. Ennek masik befogdja az eredeti haromszog A-beli magassagvonalan van,
jeloljiik ennek BC-n levs pontjat G-vel, a derékszog cstucsat H-val, BC felez6pontjat F-fel, AG-t m-mel, FG-t d-vel:

A0 = A2 + HO? = ( +T)2+d2 (m® 4+ ) 4 rm+ = AT O
— = {m — = {m ™ m — = —— —_—.
2 1 /312

Hasznaljuk még fel, hogy az AF sulyvonalra

teljestil, kapjuk, hogy
262 +2¢ —a® 2t a® a® 2t b+ —a?
Tw="—"—— 4 — - e

1
ahol ¢t = S0 ma haromszog teriilete.

Hasonléan kapjuk, hogy

2t & +a?® —b? 2t a? + b2 —c?
=t ==t
V3 2 V3 2

yw =

tehét

2 b2 2
w2:(x+y+z)w:2\/§+%-



Ebbél négyzetgyokvonassal kapjuk w értékét, és ezt az zw, yw, zw szakaszokra vonatkozo Osszefiiggésekbe helyettesitve
kapjuk az z, y, z tavolsdgokat. Ha — mint esetiinkben — az eredeti haromszogben a harom oldal nagysaga adott, akkor
t értékét a Heron-képletbdl szamithatjuk.

1
t=1/s(s —a)(s—b)(s —c) = Z\/191 -33-61-97 = 1526,74,

tehat
zw = 1859,43
yw = 3875,43
zw = 5891,43

w = 11626,29 = 107,83
x=1724; y=23594; =z =54,64.
Szamolas kozben lattuk, hogy mindegyik oldal négyzete kisebb a masik két oldal négyzetének Osszegénél, igy a

vizsgalt haromszog hegyesszogi. Emiatt az elmondottak érvényesek ra, a P pont létrejon, és a kapott eredmények
helyesek.



