Mivel a sin z fliggvény értékkészlete a zart [—1, 1] intervallum, |a1| = |sin ag| < 1. Jeloljik |aq|-et x1-gyel, és
x1-b6l kiindulva allitsuk els az

(1) Tpt1 = sin Ty, n=1, 2, ...

rekurzioval definialt sorozat tagjait. Ha ay > 0, akkor az a, és xz, sorozatok azonosak, ha pedig a1 < 0, akkor
sin(—z) = —sin x miatt a,, = —x,. Megmutatjuk, hogy ha 0 < z; < 1, akkor az z, sorozat konvergens, és a
hatarértéke 0, amibdl a fentiek alapjan kovetkezik, hogy a,, is konvergens, és a hatarétéke 0.

Ha 0 <z <1, akkor 0 < sin z < 1, tehat ha 0 < z,, < 1, akkor (1) szerint 0 < z,,41 < 1, igy

(2) 0<z, <1, n=1, 2, ...

Mivel a 0 < z < 1 szakaszon sin x < x, az x,, sorozat monoton fogy. Tegyiik fel allitasunkkal ellentétben, hogy a 0 nem
hatarértéke a sorozatnak. Ez azt jelenti, hogy van olyan € > 0 szadm, amelyhez és tetszéleges n természetes szamhoz
taldlhato olyan N > n index, melyre

(3) |ty — 0] > ¢

teljesiil. (2) szerint xn > 0, tehéat (3) szerint xy > e. Mivel a sorozat monoton fogy, ebbdl kovetkezik, hogy zx > e
minden k£ < N indexre, nevezetesen minden k < n indexre. Mivel itt n tetszéleges, azt kaptuk, hogy

(4) Ty > €, n=1,2, ....
Megmutatjuk, hogy a 0 < z < 1 szakaszon az
(5) flx)=2—sinz
fliggvény monoton né. Valéban, a fiiggvény derivaltj ezen a szakaszon pozitiv:
() =1—cos x> 0.

Emiatt (4) esetén
Ty — Tpt1 = f(zn) > f(e) >0

teljestilne tetsz6leges n-re, amibgl
X1 > — Tpyr = (@1 —x2) + (T2 —x3) + ... + (T — Tpg1) > nf(e)

kovetkezne, ami nyilvan nem lehet, hiszen f(e) > 0 miatt itt a jobb oldal tetsz6legesen nagy lehet, x1 viszont egy
adott szam.

Ezzel belattuk, hogy ellentmondésra vezet az a feltétel, hogy az z,, sorozat nem konvergal 0-hoz, tehat x,, konver-
gens, és a hatarértéke 0.

Megjegyzés. Megoldasunkban az indirekt feltétel nem az volt, hogy x,, konvergens, de nem 0 a hatarértéke, hanem
az, hogy nem igaz az, hogy x, konvergens, és 0 a hatarértéke. Ami azt jelenti, hogy z, vagy nem konvergens, vagy
konvergens, de nem 0 a hatarértéke. Altalaban, ha egy sorozat monoton fogy, és alulrél korlatos, akkor konvergens is
— mi azonban nem akartuk felhasznalni megoldasunkban ezt a tételt, hiszen nem szerepel a kozépiskolai tananyagban.
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