Jeloljiik a vizsgalt testet K-val, a feladatban utoljara emlitett két csicsat A-val, B-vel. Mivel 3 egységnyi él csak
ezekbdl indul, a bel6lik induld 3 egységnyi él az Sket 6sszekots AB szakasz. Ez az él a K-t 6nmagaba vivs tetszéleges
tiikrozéssel 6nmagaba megy at, hiszen K-nak nincs mas, vele egyenls hosszu éle.

Jeloljik az AB élt alkoto lapokat L-lel, M-mel. Ezek a K-t 6nmagéiba vivé tiikrozéskor vagy onmagukba vagy
egymasba mennek at. Ha egy tiikrozés K-t onmagaba viszi, és az L, M lapokat felcseréli, akkor a tiikrozés sikja
atmegy AB-n, elvalasztja egymastol az L, M lapokat és felezi a lapok sikja altal alkotott szoget. Ez a sik tehéat
egyértelmtien meghatarozott, jeloljiik S-sel. — Ha pedig egy tiikrozés K-t, L-et, M-et dnmagéba viszi, akkor sikja csak
AB felez6 mer6legese lehet, jeloljik ezt T-vel. K-t tehat csak az S-re, T-re vonatkozo tiikrozések vihetik 6nmagaba,
és mivel K-nak két szimmetriasikja van, ezek a tiikrézések 6nmagaba is viszik at a K-t.

Az A-bol, B-bél induld, AB-t6l kiilonbozs élek hossza 2 egység. Mivel A-n és B-n kiviil nincs K-nak olyan cstcsa,
melybdl két db 2 egységnyi él indulna, azért ezeknek az éleknek a masik végpontjuk nem lehet azonos. Jeloljiik L-nek
A-val, B-vel szomszédos cstucsait C-vel, D-vel, ezek S-re vonatkozo6 tiikorképét E-vel, F-fel. Ekkor AC = AE = BD =
BE = 2.

Mivel a T-re vonatkozo tiikrozés C-t és D-t felcseréli, azért CD 1 T, azaz CD||AB, vagyis az ABCD idom
szimmetrikus trapéz, ABFFE is az, CDFFE pedig téglalap. Mivel A-hoz, B-hez méas él nem csatlakozik, K-nak az
ACE, BDF sikokban is van egy-egy lapja, jeloljiik ezeket N-nel, O-val. Az el6irés szerint K-nak 8 csticsa van, koziiliik
mér emlitettiink 6-ot, ezeken kiviil még 2 cstics van. Be fogjuk latni, hogy ezek N-nek is, O-nak is csicsai.

Elgszor megmutatjuk, hogy L azonos az ABCD trapézzal. Ha ugyanis L-nek volna még egy X csucsa, akkor L
konvexitasa miatt az csak C'D-nek AB-t nem tartalmazo6 oldalan lehetne. Igy X-nek S-re vonatkozé Y tiikérképe — az
M lapban — kiilonb6zne X-t6l: ez volna K nyolcadik cstcsa. K konvexitasa miatt XY éle volna K-nak, és mivel més
csticsa mar nincs K-nak, azért CE és DF is él volna. Amde ekkor XY = CE = DF = 1 volna, hiszen K még nem
emlitett élei mind 1 egységnyiek. Emiatt a CDX, EFY sikok parhuzamosak volnadnak, ami nem lehet, hiszen ezek az
egymashoz AB-ben csatlakozé L, M lapok sikjai. Ezzel belattuk, hogy L azonos az ABDC' trapézzal, tehat C'D éle
a K-nak: CD = 1.

Igy az AC, BD egyenesek C'D-nek AB-vel ellentétes oldalan metszik egymast, jeloljiik a metszéspontjukat P-vel, P-
nek S-re vonatkozoé tiikorképét Q-val. A PC'D, PAB haromszogek hasonloak, hasonldsagi aranyuk: 1:3, tehat AC' = 2
miatt PC = PD =1, vagyis a PCD, PAB haromszogek szabélyosak, és szabélyosak a QEF, QAB haromszogek is.

Jeloljik az AB, PQ szakaszok felez6pontjat U-val, V-vel. Az S-re, T-re vonatkozo6 tiikkrozést egymés utan végre-
hajtva az UV egyenesre valo tiikrozést (vagyis az egyenes koriili 180°-os forgatast) kapjuk, feltevésiink szerint K-t ez
a transzformécio is 6nmagaba viszi. Mivel az eddig emlitett 6 cstcs halmaza S-re is, T-re is szimmetrikus, ilyennek
kell lennie a még meg nem nevezett 2 csics halmazanak is. A 2 cstcs altal meghatarozott szakasz tehat S-re is, T-re
is, igy az UV egyenesre nézve is szimmetrikus. K konvexitasa miatt ez a szakasz nem lehet az UV egyenesen, tehat a
hianyz6 pontok egyike sem lehet az UV egyenesen.

Az S-re vonatkozo tiikkrozés AC-t AE-be viszi, tehat ez a tiikkrozés N-et Onmagaba viszi. N nem lehet azonos az
ACFE haromszoggel, hiszen ekkor K-nak csak az A, B,C, D, E, F pontok lehetnének a cstcsai. Jeldljik N-nek C-vel
szomszédos (A-tol kiilonbozs) csiucsat G-vel, a K nyolcadik csiucsat H-val. Ha G az S-en van, akkor kiilénbo6znie kell
V-t6l, mert csak igy nincs rajta a T-n is. Ekkor H a G-nek T-re vonatkozé tiikorképe. Amde ezek a pontok csak a
CDFFE téglalap AB-vel ellentétes oldalan lehetnének, igy C'D = 1 miatt GH < 1 volna, ami nem lehet.

G tehat nem lehet rajta S-en, igy S-re vonatkozdé H tiikdrképe is csiicsa N-nek. Mivel K-nak tovabbi cstcsa
nincs, a G, H pontok rajta vannak T-n, és igy a PQ szakaszon is. Ekkor CG = CP =1, AP = AQ = 3 miatt a
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C PG haromszog hasonlo az APQ haromszoghoz, és PG = gPQ. Ugyanennyi a H(Q szakasz is, tehat GH is harmada

PQ@-nak. Mivel GH éle K-nak, GH = 1, vagyis PQ = 3, az ABPQ tetraéder szabalyos.
Konnyen lathato, hogy az igy egyértelmiien kapott testnek megvannak a kivant tulajdonsagai. Térfogata az ABPQ
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tetraéder térfogatanak (1 — ﬁ)—szerese, tehét
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Vi = (1 — —) T\/— = 2,946 térfogategység.

Felszine pedig az egységnyi oldala szabalyos haromszog teriiletének
2{1+ (32 — 1) + (3% — 2)} = 32-szerese, azaz Fx = 8v/3 = 13,86 teriiletegység.
Kiss Katalin (Budapest, Dozsa Gy. Gimn., III. o. t.)



