A szerkesztést a derékszogi koordinata-rendszerben fogjuk elvégezni. Az adott egyenesek koziil e;-nek az = tengely
szerepét adjuk, ez-nak az y tengelyét, ekkor e és ey a siknegyedek felezéi; vegyiik az e1-et ex-be vivs 45°-0s elfordulas
irdnyat pozitivnak, ekkor e; az y = = egyenletd egyenes, e4 egyenlete pedig y = —z. Jeloljiik a szerkesztendé k kor
sugarat r-rel, C' kdzéppontjanak koordinatait u-val, v-vel.

A tengelyekbdl kimetszett hirok hosszara

hi=a=2vr2—1v2, hy=b=2vr2—u?2,

tehat
2 b2 2 2 2 4 p2
(1) ’02:’1”2—%7 U’Q:TQ_Za TQZU—;U a—8|— 7
és igy k egyenlete, r kikiiszobolésével
(2) (z—u)? + (y— )2 — 2 = (2 +y?) — 2(uz + vy) + u? + v? B a® + b2 o
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Innen y = x helyettesitéssel azt az egyenletet kapjuk, amelyet a hy hir végpontjaihoz tartoz6 abszcisszak elégitenek
ki:
u? +v?  a?+ b2 _
4 16
Ebbdl elég felirnunk a két gyok (zq és x2) kiilonbségének abszolut értékét, mert azt (cos45°)-kal osztva, mindjart
megkapjuk a hy hir hosszat. Mivel 22 egyiitthatoja 1, azért |zo — z1|-et a D diszkriminans négyzetgyoke adja. Ehhez

2 — (u+v)r + 0.

2 b2 2 b2
D:(u+v)2—(u2—|—v2)—|—a+ :2uv+a1— ,
2 1 p2
(3) hy = V2-|xy —x1| = V2D = 4uv+a+ .
Hasonloan, hy céljara (2)-be y = —z-et irva,
2,2 2 g2
IQ—(u—v)x—Fu:v _a;; =0,
21 p2
(4) hy = ot — 4uv

Behelyettesitve (3)-at és (4)-et a hy = 3ho kiovetelménybe, kell6 alakitassal

2 b2 2 b2
(5) 4124+ 3w = (12— 33 LE =
2 10
Ez az (1)-b6l adodo
2 _ b2
6 221
(6) u? — v 7

egyenlettel egyiitt rendszert alkot u és v meghatarozésara.

Latjuk (5)-bdl, hogy u és v ellentett elGjeltek lesznek, tehat C' a II. vagy a IV. siknegyedben van. Helyesebben: ha
van megoldas, akkor mindegyikben, hiszen az origora vald tiikrézés az adott egyeneseket dnmagukba viszi at, tehat
k-val egyiitt O-ra valo tiikorképe is megoldas. Elég tehat megszerkeszteniink azt a C kdzéppontot, melyre u < 0 és
v > 0.

Kiszamitjuk u?-et és v?-et. (5)-b6l v-t (6)-ba helyettesitve

2 2 2 2\ 2
4 a”—b" 5 fa”+b _
u v ( 10 ) =0,

és mivel innen u? kisebbik értéke negativ, (hiszen a két érték szorzata negativ), azért egyértelmien

2 _p2 2 2\ 2 24 p2\2
M(as ) (S 0
(7)

b2 — a? a2 — b2\ 2 a? + b2 2
2 _
oot M( )L (2 )




Innen is, de mar (5), (6)-bol is latjuk, hogy |u| és v nagysagviszonya ugyanaz, mint a és b nagysagviszonya, tovabba
a és b cseréjével u? és v? értéke csupan foleserélsdik. Ezek alapjan szabad a szerkesztést ugy leirnunk, mintha a > b
volna.

(7)-ben a négyzetgyokjel alatt az adott a, b szakaszoknak 4-edfoku kifejezése 4ll, ami egyben két négyzet Gsszege.
Megszerkeszthetnénk a négyzetgyokot és meég u’-et, v-et is, ha el6z6leg szakaszokkeént allitanank el az

a’® — b? a® + b?
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kifejezéseket (amelyek elsGdlegesen egy-egy teriiletet jelentenek).

Egy PQ = x szakaszhoz 2° hosszlisagh szakasz szerkesztése (tobbek kozott) a magassagaval kettévagott derékszogi
haromszog ardnyos szakaszainak felhasznalaséval lehetséges, amennyiben egy tetszéleges szakaszt hosszusagegységnek
nyilvanitunk. PQ@-ra mer6legesen felmérjik PR = 1-et, a PR egyenesbdl el6bb a QR szakasz felezd merdlegesével
kimetssziik S-et, majd az S koriili SR sugart korrel T-t, ekkor PT = PQ? : PR = PQ? = 2° (1. abra).

Q

R P S T

1. dbra

Az &bra alapjan vilagos, hogy megforditva hogyan kapjuk az 1 = PR és 2? = PT szakaszokbol a PQ = x szakaszt.
Nem kell ezt az eljarast a-val és b-vel kezdeniink, mert a (8) kifejezések négyzetgyokét révidebben kapjuk az alabbiak
szerint. Szerkessziink DEF derékszogi haromszoget, DE = a atfogoval, DF = b befogoval (2. abra), igy a

a2 -0 1
— /2 —p2
Vs 1 V2 )

szakaszt megadja az EF befogd mint oldal {61é szerkesztett négyzet atlojanak 1/4 része, EH. — Szerkessziink masrészt
DEG derékszogi haromszoget DE = a és DG = b befogokkal, és az EG atfogo folé szerkesztett négyzet oldalait
osszuk 3 — 3 egyenld részre.

2. dbra

Koénnyd belatni, hogy az abra szerinti 3 + 3 0Osszek6ts szakasz olyan részekre osztja a négyzetet, melyekbdl 10
egybevagd négyzet allithato Ossze, tehat egy kis négyzet oldala

[a? + b2
EJ = .
10

Ezek alapjan az 1. A&bran bemutatott szerkesztést x helyén FH-ra és EJ-re alkalmazva — egységnek vettik HH; =
JJi = DF-et —, az ©* szerepében kapott HH, és JJo adjak a (8) kifejezéseknek megfelels szakaszokat.

Legyenek most a K LM deréksz6gl haromszog befogoi KL = JJo, KM = HHs (3. dbra), messe az M korili, MK
sugart kor az LM atfogot Va-ben, meghosszabbitasat Us-ben, ekkor LU, és LV; a (7) szerint u?-nek, v*-nek megfelels
szakasz.




3. dbra

Meérjiik fel az atfogdé L-en tuli meghosszabbitdsara LL, = H Hi-et, irjunk félkoroket LiUs és L1Vo mint dtmérs
folé és messiik ezeket az L-ben emelt merélegessel U-ban, V-ben, ekkor LU = |u| és LV = v a keresett k kor C
kozéppontjanak koordinatai. Veégiil mérjiik fel LLi-re LA = a/2-t, LB = b/2-t, ekkor VA = UB = r a k-kor sugara.
— Mindezek alapjan az eredményt a 4. 4bra mutatja.

4. dbra

A végzett szerkesztési 1épések mindig egyértelmien végrehajthatok voltak.

A szerkesztés helyességének bizonyitasat hely hidnyaban az olvasora kell hagynunk.

Megjegyzések. 1. Egyszertisithet6 a szerkesztés, h a hosszisagegységnek magat H E-t vessziik; ekkora 2. dbréan H;,
Hs elmarad.

2. Kézenfekve lenne a 2. abran EJ szerkesztését alkalmi fogasnak mindsiteni, szemben FH nyilvanvalo szerkeszté-
sével. Pedig — ha a hy : ho = 3 : 1 ardnypéar adott értékétsl eltekintiink — EJ szerkesztése mindig alkalmazhato, amig
ha : hy = X egész szam, és akkor is, ha A racionalis szam. Azon mulik ez, hogy a négyzetnek (A 4 1) szamu egybevago
négyzetre valé darabolasat végezziik igy[] Ezzel szemben EH = (a — b?)/8 = (a® — b?)/(3% — 12) szerkesztése alkalmi
fogas, a 3% — 12 = 8 specialis értékre tamaszkodik; altalaban négyzetnek (A\* — 1) szamu egybevago négyzetre osztésa
nehézkesebb.

1Lasd 1142. gyakorlatunk megoldasat K. M. L. 36. (1968) 117. old. Egyéb efféle darabolasokra vonatkozoan lasd az 50. kétet 3. szamahoz
mellékelt Targymutato X. oldalat.



