(1) sin a sin § < sin? %

I. megoldas. Tegyiik f6l, hogy az AB szakaszon létezik a kérdéses D pont, és jeloljiik a C'D egyenesnek a haromszog
koreé irt k korrel valé masodik metszéspontjat E-vel. Ekkor a foltevés szerint

(2) AD-DB = DC?.

Masrészt az ADC és EDB haromszogek hasonlok, mert D a k belsejében van, ezért F ugyanazon oldalan van a BC

hl’lrnak, mint A, tehat a két haromszogben a felsoroléas szerinti elsé két—két csicsnal levs szogek paronként egyenlsk.
Igy

AD ED
(3) D—C = ﬁ’ AZaZ AD-DB=DC - ED.

A (2) és (3) egyenlGségekben 3-3 tényezs egyezik, igy a negyedik tényezdk is, ezért
ED = DC,

vagyis F a C csucs tiikkorképe D-re. Eszerint E a k-nak olyan pontja, mely AB-t6] akkora tavolsdgban van, mint C;
tehat F és vele D létezésének sziikséges foltétele, hogy a C-n atmend, AB-vel parhuzamos egyenesnek AB-re vald e
tiikorképe messe k-t.

Ez a foltétel elegendd is, mert ha E kozos pontja az e-nek és a k-nak, akkor a CE egyenes metszi AB-t, ezen D
metszéspontra DE = DC, és igy a (2) szerint D megfelel és A és B kozé esik.

Legyen a C-t nem tartalmazé AB ivnek AB-t6l legtavolabbi pontja — vagyis a felez6 pontja — F, tovabba C' és F
vetiilete AB-re (', F', ekkor a taldlt feltétel igy irhato:

(4) CcC' < FF.
Valasszuk hosszegységnek koriink 2r atmérgjét, ekkor a szogek felhasznaldsaval, és mivel CF felezi ~y-t:

CC’' = CB sin 8 = (2r sin ) sin 8 = sin « sin 3,

FF' = FB sin % - (2r sin %) sin % — gin? %

Ezeket (4)-be helyettesitve a feltételiinkkel ekvivalens (1)-et kapjuk.
Soukup Lajos (Budapest, I. Laszl6 Gimn., III. o. t.)

Megjegyzés. Tompaszdgli haromszogben — amennyiben a tompaszég C-nél van — (4) eleve teljesiil, hiszen CC’ <
r < FF'. Ebbél a bizonyitott allitasnal érdekesebb eredményt kapunk: ha + > 90° akkor sin a sin § < sin® v/2

II. megoldas. Jeloljiikk a DCA, DCB szoget rendre ;1 gyel, y2-vel, ekkor a sinustétel alapjan

AD=cp. 22N

., BD=CD-:

sin «

Ezeket az AD - BD = C'D? kivetelménybe helyettesitve

AD - BD — CD? sin 7y; sin yo
sin « sin

=CD?,



vagyis az ezt kielégité D pont mellett a szogekre teljesiil, hogy
(5) siny; sin yo =sinasin 8 és 1 +y2 = 1.
Méarmost

sin 71 sinys = 2
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[COS (71 —72) —cos(m + 72)] S

N~

ezt (5)-tel egybevetve (1)-et kapjuk.
Ezzel belattuk, hogy ha a mondott tulajdonsagta D pont létezik, akkor teljestil (1). Tegyiik most fel, hogy a
haromszog szogeire teljesiil (1). Ekkor van olyan ¢ szog, amelyre 0 < 6 < 7, és

cos § = 2 sin « sin 5 + cos 7,
hiszen itt a jobb oldal értéke mindig legalabb —1, és (1) teljesiilése esetén
2sino<sin[3+cos*y§2sin2%+cos*y:1.

Mivel erre a 0 szogre cos 0 > cos 7, és igy J < vy, azért a

_y—=90 Y+

"= 5 Y2 = 5

szOgek pozitivak, és rajuk teljesiil (5). A fenti gondolatmenet megforditasaval viszont ebbdl azt kapjuk, hogy a v1, v2
szogekhez tartozo D pontra CD az AD, BD szakaszok mértani kbzepe, (1) tehat valoban elégséges feltétele az ilyen
D pont létezésének.
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