Jeloljiik ay,, b, mértani kbzepét c,-nel. (1) szerint

2a,b, a,+0b,
an+1bn+1 = an +b : 5 = anbna

tehét c¢,11 = ¢,, amibdl kovetkezik, hogy a ¢, sorozat tagjai mind egyenlGek a sorozat elsé tagjaval, co-lal:
(2) anby =c3, n=0,1,2,...
Ugyancsak (1)-bdl kapjuk, hogy

an + by, 2a,by, (b, — an)?
bn — Qn = - = )
(3) +1 7 nil 2 an +bn  2(by + an)

amibdl elGszor is az kovetkezik, hogy b, +1 > an+t1, és mivel mar tudjuk, hogy e két szdm mértani kdzepe cg, az is igaz,
hogy

(4) an+1§60§bn+1a TL:O,l,Q,...

Mar tudjuk, hogy n = 1-t6l kezdve a d,, = b,, — a,, kiillénbség nem-negativ (n = 0 mellett még el6fordulhat, hogy
ap > bg). (3) szerint
1 |bp — an]

(5) dny1 =5 -

1
'bn_ng_dn-
2 by a, [l < g ldnl

Ebbél n szerinti teljes indukcioval kapjuk, hogy
1
(6) dn§2—n|d0|; n=0,1,2,...

Valoban, (6) n = 0 mellett trivialisan igaz, és ha mar belattuk (6)-ot valamilyen n-re, akkor (5) alapjan (6) (n + 1)-re
is igaz. Mivel a d,,, sorozat tagjai n > 1 mellett nem-negativak, (6)-bol kovetkezik, hogy a hatarértékiik 0. (4) szerint

OSCO_an-i-lSdn-i-h n:071727"'
Ogbn-‘rl_cogdn-‘rla n:071727"'

tehét a cog — a,, és b, — cg sorozatok hatarértéke is 0, ami épp azt jelenti, hogy az a,, b, sorozatok hatarértéke cy. Ezt
kellett bizonyitanunk.

2. Miel6tt a mondott numerikus példara ratérnénk, jegyezziik meg, hogy (1) és (4) alapjan kénnyen igazolhato,
hogy a b,, sorozat monoton fogy, és a,, monoton né. Ebbdl és (3)-bol kovetkezik, hogy

(bn — an)? < (bn — an)?
4by 11 - 4agp '

(7) bn—i—l — Ap+1 =

Vélasszunk tehat ap-nak és bg-nak olyan értékeket, hogy apby = 21, és |by — ag| lehetdleg kicsi legyen. Ilyen példaul
az
apg = 4,2, bo =5

szampér. Erre (7) alapjan

0,82 0,042
b1 —a; < 176 =0,04, by —as <= = 0,0001,
elég tehat bao-t meghatarozni.
4245 21 105
by = ~—— =46: . .
! 2 G a=45= %50
52,5+52,9 1054
by = — = — = 4,58261
? 23 23 58261,

igy as > 4,5825, és harom tizedes jegyre V21 = 4,583.



